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Применение обобщенного метода интервалов к решению уравнений, неравенств с модулями и параметром.
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Тумасова Сатеник Вартановна.

Государственное образовательное учреждение города Москвы Центр Образования №1449
Предисловие                                                                                                  2
Занятие №1           Применение метода интервалов к                
 3-6
                                 решению рациональных неравенств


              Задачи для самостоятельного решения.     
Занятие  №2          Обобщенный метод интервалов                                  7-9


              Задачи для самостоятельного решения.                  
Занятие  №3          Решение неравенств смешанного типа                      9-12

                       Задачи для самостоятельного решения.

Занятие   №4         Решение неравенства с двумя переменными            13-27


             Задачи для самостоятельного решения.

Занятие   №5         Решение уравнений и неравенств, содержащих       28-57
                                модули и параметры. 

                                Задачи для самостоятельного решения.

Список литературы                                                                                      58
Предисловие

С помощью задач с параметром и модулями можно проверить знание основных разделов школьной математики, уровень математического и логического мышления, первоначальные навыки исследовательской деятельности выпускников.
   Задачи с параметром входят в материалы ЕГЭ по математике. У многих выпускников они вызывают немалые трудности, что свидетельствует об отсутствии у части абитуриентов навыков решения задач с параметром. 
  Невозможно решать задачи с параметрами любого уровня сложности без знания всех разделов математики, включенных в стандарты образования.    
  Чтобы полностью овладеть умением решать задачи с параметрами необходимо решать большой круг задач различного уровня сложности, позволяющих расширить и углубить свои знания.
   Задания с параметрами можно решать различными способами.   

   При решении неравенств с одной или двумя неизвестными, уравнений с модулями и параметрами эффективен метод интервалов. 
   На конкретных примерах покажем, как методом интервалов решаются уравнения и неравенства с модулями и параметром, содержащие разные элементарные функции.

Занятие №1  

    Метод интервалов применительно к решению рациональных неравенств
Процесс решения рациональных неравенств стандартных видов
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, т. д., где Р(х), Q (х) многочлены включает в себя следующие операции.

1. Нахождение корней знаменателя и корней числителя (критических точек неравенства).
2. Нанесение критических точек неравенства на числовую ось.

Этими точками числовая ось разобьется на промежутки (интервалы), на каждом из которых левая часть неравенства имеет определенный знак. Это следует из свойства непрерывной функции сохранять знак внутри каждого промежутка, на которые делится ее область определения нулями функции.

3. Определение знаков левой части неравенства на полученных промежутках.

Внутри рассматриваемого промежутка берется отдельная точка и в этой точке определяется знак левой части неравенства, который сохраняется на всем промежутке.
Если критическая точка неравенства имеет нечетную кратность, то есть является корнем нечетной кратности для числителя или для знаменателя или для числителя и знаменателя в совокупности, то при переходе через нее знак левой части неравенства меняется. Если критическая точка имеет четную кратность, то при переходе через нее знак левой части неравенства не меняется.

4. Выяснение принадлежности критических точек множеству решений неравенства.

5. Выбор промежутков, на которых знаки соответствуют неравенству.

6. Запись ответа.

Пример №1. Решите неравенство методом интервалов 
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Решение.
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2)Рассмотрим функцию f(x)=
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D(f)=( -∞;-8)U(-8;-3)U(-3;2)U(2; +∞).
3) Найдем все значения независимой переменной, при которых f(x) ≤0; они составляют множество решений исходного неравенства.


4) Нули функции f(x):
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Нули функции: -1; 1; 4 разбивают её область определения на интервалы (-∞;-8); (-8;-3);
(-3;-1); (-1;1); (1;2); (2;4); (4; +∞), на каждом промежутке функция f(x) непрерывна, не обращается в ноль и сохраняет свой знак. 
-1; 2 – корни четной кратности, -8; -3;1;4 – корни нечетной кратности.

5) Определим знак функции f(x) на каждом интервале


[image: image12.jpg]3

-1

1





f(x) ≤0 при х
[image: image13.wmf]Î

 (-8;-3) U {-1} U [1;2) U (2;4].

Ответ: (-8;-3) U {-1} U [1;2) U (2;4].
  Задачи для самостоятельного решения.
Решите методом интервалов неравенства №1-№21.
1. (х2-6х+8)(х2-4)(4+х2-4х)≥0.

Ответы:
(-∞;-2] U {2} U [4;+∞).
2. (2x2+11x+6)(2x2+11x+13)>8.                                  (-∞;-5) U (-3,5;-2) U (-0,5;+ ∞).   

3   (x2+3x)(2x+3) - 
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≥0.                                [-4;-3) U [-1,5;0) U [1; +∞).
4. (x2-1)2(x+1)(x2-2x-3)(x-1)≤0 .                               {-3} U {-1} U [1;3].
5. (x3-4x)(x2+2x-8)(x2+7x+10)≤0.                          (-∞;-5] U [-4;-2] U [-2;0] U {2}

6. (x3-27)(x3+1)(2x+3-x2) ≥0 .                                   {-1} U {3}.
7. x2-6x-7<0.                                                                (-1;7).
8. x4-4x2+3≥0.
                                                        (-∞;-√3] U [-1;1] U [√3; +∞).
9. (x2+x-2)(x2-2x-3) ≤0.                                             [-2;-1] U [1;3].
10. (x2-5x+4)(x-3)<0.                                                  (-∞;-4) U (-1;3). 
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 ≥0.                             (-8;-3) U {-1} U [1;2) U (2;4]. 

12.
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 ≤0.                              (-∞;-12) U {-8} U [1;5) U (6; +∞).
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17. (x2-x-1)(x2-x-7)<-5.                                             (-2;-1) U (2;3).
18.
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20. 
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21. (x2-2x)(2x-2)-
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Занятие №2   
   Обобщенный метод интервалов
Метод интервалов с небольшими изменениями и дополнениями может быть использован для решения не только рациональных, но и произвольных неравенств вида
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, т. д., где Р(х), Q(х) – непрерывные функции. 

    Обобщенный метод интервалов включает в себя следующие операции. 
1. Нахождение области определения левой части неравенства (кратко ОДЗ).
2. Нахождение корней знаменателя.

3. Нахождение корней числителя.

4. Нанесение найденных корней на числовую ось, причем только в пределах ОДЗ.

5.Определение знаков левой части неравенства на полученных промежутках (интервалах).

6. Выяснение принадлежности концов полученных промежутков (критических точек) множеству решений неравенства. 

7. Выбор промежутков, соответствующих знаку неравенства, и запись ответа.

Особое внимание следует уделить концам промежутков ОДЗ, которые не являются корнями ни числителя, ни знаменателя. Такие точки или принадлежат,  или не принадлежат множеству решений неравенства, что надо выяснять дополнительно, подставив их значения в неравенство. До такого исследования эти точки можно отмечать короткой вертикальной черточкой.

8. Запись ответа.

Пример №2.   (С3) Решить неравенство      [image: image36.png]


 .   

Решение.     Решим неравенство обобщенным методом интервалов.
  [image: image38.png]
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2)Нули знаменателя: 0; 5.
3)Нули числителя.
|x-4|-1=0[image: image46.png]


                            

x=1

x=4.
[image: image47.wmf]
Нули числителя: 1; 3; 5; 4.
Вывод: 3 и 5 корни четной кратности.

Нанесем найденные корни на числовую ось, причем только в пределах ОДЗ.  
Определим знаки левой части неравенства на полученных промежутках.
[image: image48.png]



Выясним принадлежность  числа 6 множеству решений  неравенства, определив знак левой части неравенства при x =6. Проверка показала, что число 6 принадлежит множеству решений неравенства.

[image: image49.png]x€ (0; 1]U{3}U[4;5)U(5;6].




Ответ: [image: image51.png]U{3}U[4;5)U(5;6]



.
Задачи для самостоятельного решения.
Решите обобщенным методом интервалов неравенства №1- №9.
	1. (x
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Занятие №3
   
Решение неравенств смешанного типа
Пример №3
Решить неравенство
[image: image77.png](Vit2x?—x*—1)(j2x + 3l—13x+2h
(x*-5x+4)(Vx+5-x+1)x3—1)




Решение.

Рассмотрим функцию.

[image: image79.png]


.
1. Найдем область определения функции.
А)[image: image81.png]1+ 2x% = 0 <==> xeR.





Б)[image: image83.png]
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В)[image: image89.png]Vx+5—x+1=%0.




Решим уравнение 
[image: image90.png]Vit5-x+1=0<=>Vx+5=
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То есть [image: image93.png]


 
Г)[image: image95.png]> x # 1.




Изобразим область определения функции на координатной оси ОХ.

[image: image96.png]



2. Нули знаменателя:  1; 4.
3. Нули числителя:

А)[image: image98.png]Vitaxi- :ﬂ<:>w/1+2x:xz+l<:>{ rri=0 <=>

14+ 2x2=x*+2x24+1




 QUOTE  
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[image: image102.png]


0.

Б)[image: image104.png]=0 <= = = [2x+3=3x+2, __
2x+ 3] 3x+2l =0 <=> [2x +3| = 3x+ 2| <=> |, """ """ 7 <

>




[image: image106.png]


 
Нули числителя: -1; 0; 1.

-1; 1 –корни нечетной краткости.

0; 4  –корни четной краткости.

Определим знаки левой части неравенства на полученных промежутках.
[image: image107.png]



Выясним принадлежность  числа -5 множеству решений  неравенства, определив знак левой части неравенства при x =-5. Проверка показала, что число -5 принадлежит множеству решений неравенства, так как f(-5)≤0.
[image: image108.png]



Ответ: [image: image110.png]



Пример №4
Решить неравенство
[image: image111.png]2+logy,(x+3) 6
~—2  —a2x





Решение.

[image: image113.png]2tlogy(x43) 6 _._. 2+logy(x+3) 6 o, (ZxmD(2+10g,(x43))-6(x-2)
x=2 < 2x-1 <=> x-2 2x-1 (x-2)(22—1) <0.



 
Рассмотрим функцию.

[image: image114.png](2x—1)(2+log,(x +3)) —6(x — 2)

y(x) = G—2)(2x—1)




1.  Найдем области определения функции.

[image: image115.png]



Изобразим область определения функции на числовой оси ОХ.

[image: image116.png]



2. Нули знаменателя: [image: image118.png]


; 2.

3. Нули числителя.

[image: image119.png](2x—1)(2+1log,(x+3)) —6(x—2) =0 <=> (2x —1)(2 4 log,(x + 3)) = 6(x — 2).




Так как [image: image121.png]1
X # -
*z



, то [image: image123.png]EKrZ) 2x-10

(2+1l0g,(x+3)) = _ logy(x+3) ==,

xxl x#;.





Область определения неравенства [image: image125.png]D(y)=

-3:2)U(3:2) u2; +)



.

Решим уравнение [image: image127.png]2x-10

log,(x +3) =




 графически. На области определения неравенсва построим графики функций [image: image129.png]


 и у = [image: image131.png]log,(x +3)



.
[image: image132.png]fomlog xe3)

xm
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[image: image134.png]


 –дробно линейная функция.

Вертикальная асимптота: x=[image: image136.png]


.

Горизонтальная асимптота: y=1;
x=-3,
y=[image: image138.png]~2+3-10
P



 ;

x=0,
y=10;

x=1,
y=[image: image140.png]


;

x=5,
y-[image: image142.png]2:5-10
Py



.

Графики функций [image: image144.png]


 и у = [image: image146.png]log,(x +3)



 на области определения неравенства 
не пересекаются. Уравнение [image: image148.png]24710
vy

log,(x+3) =




 не имеет корней.

 Нулей числителя  нет.

4. Определим знаки левой части неравенства на полученных промежутках. 
  [image: image149.png]



[image: image150.png]



Ответ: [image: image152.png]



Задачи для самостоятельного решения.
Решите обобщенным методом интервалов неравенства №1- №5.

	1. 
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	3. 
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	4. 
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	5. 
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Занятие №4       
  Решение неравенства с двумя переменными

Метод интервалов переносится с числовой оси на координатную плоскость, а также на пространства трех и более измерений. При этом роль критических точек на координатной плоскости играют критические линии, а роль промежутков (интервалов) – области. Критические линии делят область определения функции двух переменных на «более мелкие» области, в каждой из которых непрерывная функция сохраняет знак. Для нахождения этого знака достаточно взять в рассматриваемой области какую-нибудь точку и найти знак функции в выбранной точке, который сохраняется во всей области. При переходе через критические линии знак функции, как правило, меняется. Случаи, когда знак не меняется, аналогичны случаям критических точек четной кратности.
Схема исследования неравенств методом областей аналогична схеме решения неравенств с одной неизвестной методом интервалов.
Материал для повторения.
   Прямая и окружность.

Уравнение ах+by+c=0, в котором хотя бы один из коэффициентов а или b отличен от нуля, называется уравнением прямой, а уравнение
(х-х0)2+(у-у0)2=R2 – уравнением окружности  с центром  в точке М0(х0;у0) и радиусом R>0.


Для построения прямой нужно найти какие-либо две различные точки, координаты которых удовлетворяют уравнению этой прямой.

Для построения окружности требуется найти её центр и радиус.

Обе линии  ах+by+c=0 и (х-х0)2+(у-у0)2=R2 разбивают координатную плоскость на две части, для которых эти линии являются границей.


Тогда одна из частей плоскости характеризуется тем, что координаты (х0;у0) всех её точек М удовлетворяют неравенствам ах+by+c<0 и (х-х0)2+(у-у0)2<R2, а в другой части выполнены противоположные неравенства.

Знак неравенства можно определить, найдя его в какой-либо одной точке соответствующей части плоскости. 

Гипербола.


Функция вида у = 
[image: image160.wmf]d

cx

b

ах

+

+

, где с
[image: image161.wmf]0

¹

, а, b, с, d – действительные числа и 

аd – bс 
[image: image162.wmf]¹

 0, называется дробно-линейной функцией.


Кривая, которая служит графиком этой функции, называется гиперболой.

1. Уравнение вертикальной асимптоты гиперболы сх + d = 0, т.е. х =
[image: image163.wmf]c

d

-

.
2. Уравнение горизонтальной асимптоты у = 
[image: image164.wmf]с

а

.

3. Находим координаты точек пересечения с осями координат (при их наличии)  и координаты дополнительных точек  для построения графика функции. 

Пример №5. Построить график функции 
[image: image165.wmf]1
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.

Решение.

1. Вертикальная асимптота:         х = 1.

2. Горизонтальная асимптота:     у = -2. 

3. Координаты точек пересечения с осями координат:

   
с осью Ох: у = 0; х = 2,5;
   
с осью Оу: х =0; у = -5.
[image: image166.jpg]10
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Модуль величины.

Определение. Модулем числа а называется величина, обозначаемая |а| и такая, что 
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Полезно знать следующее.


Пусть задана функция у = f(x) и её график.


Тогда выражения у = |f(x)| , у = f(|x|) и |у| = f(x) определяются следующим образом:

1. у = |f(x)| = 
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2. у = f(|x|) = 
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3. |у| = f(x) = 
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4. | f(x)|= a.


Если а≥0, то f(x)= a или f(x)= -a
          Если а<0, то х
[image: image171.wmf]Æ
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5. |f(x)|= g(x) <=> 
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6. |f(x)| = f(x)  <=>  f(x)≥0.
7. |f(x)| = - f(x) <=> f(x)≤0. 

8. |f(x)| > g(x) <=> 
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9. |f(x)| < g(x) <=> 
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10. |f(x)| < |g(x)| <=> |f(x)|2 < |g(x)|2 <=> (f(x))2 < ( g(x))2 <=> (f(x)-g(x))( f(x)+ g(x))<0.
11. 
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Пример №6. Решить неравенство
2|х| - х + 4 ≥ |3 - 2х|.
Решение.


2|х|-х+4 ≥ |3-2х| <=> 2|х|-х+4 ≥ |2х-3|.

Найдем нули подмодульных выражений, х=0, х=1,5 – критические точки. Отметим их на числовой прямой. Они разбивают прямую на лучи и промежуток, на которых подмодульные выражения имеют постоянный знак. Определим этот знак, раскроем все модули, заменяя их подмодульными выражениями то ли со знаком плюс, то ли со знаком минус в зависимости от знака подмодульного выражения. Знак подмодульного выражения можно определить, подставляя в него точку из промежутка, не совпадающую ни с одним из концов данного промежутка. После этого решим получившееся неравенство и выберем решения, принадлежащие данному промежутку.
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Исходное неравенство равносильно
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[image: image178.wmf] 


Ответ: (
[image: image179.wmf];
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Задачи для самостоятельного решения.
Решить уравнения и неравенства №1- №42.
1. х 2-|х|-2=0.                                                    22.  8х2 + |-х|+1>0.
2. 2х2-|5х-2|=0.                                                 23.3х2 - |10x-3|<0.  

3. |х2+х-6|= х2 +х-6.                                         24. |х2 +x-20| ≤х2 +x-20.
4. |6х2 -5х+1|=5х-6х2 -1.                                  25. |x-3| > |х2 -3|.     

5. |х2 -1|=х+3.                                                   26. |х2 -6| > 4x-6.  

6. | х2 -3|х|+2|= х2 -2х.                                      27. |x-3|>| х2-3|.
7. | х2 -9 |+ |х-2|=5.
8. | х2 -4х+3|+ | х2 -5х+6|=1.
9.
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11.
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12.|x-1|=5.                                                        29.  |x+3|+ |x+2|- |x-4|=3.
13.|x+3|=x .                                                      30. |x-a|=2.
14.|x+2|=-1.                                                      31.|x-5|=x-5.
15.|x+3|=-x.                                                      32.|x-5|=2-3x.
16.|x-4|-|x+4|=3.                                               33.  |3-x|=a.
17.||x-1|-1|=x-2.
18.|x-1|>-1.                               

    34.
|x-2|>1.                          40.  |x+2|≤-2.
19.|x+2|<-2.                             

   35.
1<|x+1|≤2.  
          41. |2x+1|>x.
20.|2x+3|≤4x.                           

   36.
|x+2|+|x-3|>5.                42. |x+1|<|2x-1|. 
21.2<|3x-5|<7.                                               37.  |x-|x+1||<2x.
Построить графики следующих функций и окружностей (границы областей, отвечающих строгим неравенством, условимся проводить пунктирной линией, а границы областей, отвечающих нестрогим неравенством,- сплошной линией).

 На координатной плоскости отметить штриховкой множество точек, координаты которых удовлетворяют неравенству№7-№10.
Пример №7 . 
[image: image184.wmf]î

í

ì

<

-

+

³

-

+

.

0

6

,

0

2

у

х

у

х

 
Решение.
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Нарисуем линии у=-х+2, у=-х+6 (штриховкой). Они разбивают плоскость на три области.
[image: image1.wmf][image: image187.jpg]10

10,





Пример №8. (2х+3у)(х-2у+3)≤0 
Решение.


(2х+3у)(х-2у+3)≤0 <=> (3у+2х)(2у-х-3)≥0

[image: image188.jpg]10





Пример №9. 
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Решение.
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Пример №10. 
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Решение.
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 Пример №11. На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых удовлетворяют условию
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Решение.
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[image: image198.png]




I:  
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III: 
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Пример №12 . На координатной плоскости отметить штриховкой множество точек, координаты которых удовлетворяют системе неравенств
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Решение.
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Пример №13. На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых удовлетворяют условию
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Решение.
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Чтобы построить график функции 
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Пример №14.  Построить множество точек, удовлетворяющих условию 
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[image: image220] Пример №15. На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых удовлетворяют условию
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Пример №16. На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых удовлетворяют условию
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Решение.
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Пример №17. На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых удовлетворяют условию
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Задачи для самостоятельного решения.
На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых, удовлетворяют следующим условиям №1 - №10.
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Построить графики следующих функций №1- №10.
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 На координатной плоскости изобразить множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению с двумя переменными №1- №8.
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 Занятие   №5   Решение уравнений и неравенств, содержащих модули и параметры. 
Знакомство с параметром.

  Параметр – величина, значения которой служат для различения элементов некоторого множества между собой.
К задачам с параметром, можно отнести, например, поиск решений линейных и квадратных уравнений в общем виде, исследование количества их корней в зависимости от значений параметра. 

Неизвестные величины, значения которых мы задаем сами,  называются параметрами.

Параметр, будучи фиксированным, но неизвестным числом, имеет как бы двойственную природу.


Во-первых, предполагаемая известность позволяет общаться с параметром как с числом, а во-вторых,- степень свободы общения  ограничивается его неизвестностью. Так, деление на выражение, содержащее параметр, извлечение корня четной степени из подобных выражений требуют предварительных исследований.


Рассмотрим уравнение f (x,a) = 0, где x – неизвестная величина, a – параметр.

Решить уравнение f (x,a) = 0 с параметром а – это значит найти множество всех пар (x,a), для  которых выполнено f (x,a) = 0. Договоримся все значения а, при которых f (x,a) не имеет смысла, включать в число значений параметра, при которых уравнение не имеет решений.

Практически это означает, что мы должны выразить х через а при всех допустимых значениях а. Вовсе  необязательно, чтобы при этом каждому допустимому значению а соответствовало бы единственное значение х.

Например, уравнение х2-а = 0 не имеет решений при а<0, при а=0 имеет единственный корень х=0, а при а>0 имеет два корня 
[image: image258.wmf]a

 и  -
[image: image259.wmf]a

.

Решая уравнение (неравенство, систему и т.д.) с параметром, следует в ответе перечислить все допустимые или оговоренные в условии значения параметра, и при каждом таком значении выписать все найденные решения задачи. Только такой ответ можно считать исчерпывающим. 


Решить неравенство f (x,a) > 0 c  параметром а означает, согласно сказанному выше, указать множество всех пар (x,a), для которых выполняется неравенство f(x,a) > 0. На практике это означает, что при каждом значении а следует указать области, в которых изменяется х и границы этих областей представить в виде функции от величины а.
Решая уравнения и неравенства с параметром, полезно для иллюстрации решения обращаться к координатной прямой или системе координат.

Пример №18. Решить уравнение
 x|x-4| = a. 

Решение. 
Критическая линия х=4. Она разбивает координатную плоскость на две области.

x|x-4| = a <=> 
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Ответ:     если 
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 Пример №19. Найти количество решений уравнения при каждом действительном значении параметра а  
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Решение.  
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Область определения уравнения   множество (
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Линии а = [image: image272.wmf]x

3

;  x = 3 разбивают координатную плоскость на 6 областей. Построим в системе хОа  график исходного уравнения.

Определим знак выражения  
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 Ответ: если а[image: image288.png]
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;1)
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 (1;
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) ,         то два решения; 

              если а=1,                                 то одно решение;  

              если а=
[image: image293.wmf]3
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,                               то бесконечное множество решений;
             если а[image: image295.png]


(
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),                   то ноль решений.

Пример №20.  (С5) 

Найти все действительные значения а, при каждом из которых решение неравенства |2х-а|+1≤|х+3| образует отрезок длины 1.

Решение:

 |2х-а|+1≤|х+3| <=>|а-2х|+1-|х+3|≤0

Критические линии: а=2х;  х=-3

Они разбивают координатную плоскость  на области.

[image: image299.png]



Раскроем модули.
1) 2х-а+1-х-3≤0;
-а≤-х+2;
а≥х-2;
а=х-2; х=а+2;
х-2=2х<=>х=-2;
х=-2, а=-4; х=2, а=0.
2) 2х-а+1+х+3≤0,
-а≤-3х-4,
а≥3х+4,
а=3х+4;  х=[image: image301.png]



3х+4=2х<=>x=-4.
x=-4, a=-8; x=-6, a=-14.
3) a-2x+1+x+3≤-0;
-a≤-3x-4;
а=x-4; x=a+4;
x-4=2x<=>x=-4;

x=-4, a=-8; x=-8, a=-12.
4) a-2x+1-x-3≤0;
a≤3x+2;
a=3x+2; x=[image: image303.png]



3x+2=2x<=>x=-2;

x=2, a=-4; x=-1, a=-1.
При а[image: image305.png]
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;-8), x[image: image308.png]


[a+4;[image: image310.png]


];

При а=-8, х=-4;

При а[image: image312.png]


(-8;-4), нет решений;

При а=-4, х=-2;

При а[image: image314.png]


(-4;+[image: image316.png]


),  х[image: image318.png]
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;a+2].

1) [image: image322.png]—a-5=0<=>a-4-3a-15=0<=>-2a=19<=>a=





2) [image: image324.png]=0<=>3a+3-a+2=0<=>2a=-5<=>a=-25





Ответ: -9,5; -2,5
Пример №21. Решить уравнение 
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Решение.
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При 
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12a-4x+6a-24+x = 0;                               4x-12a+6a-24 = 0;

6a-x-8=0;                                                 5x-6a-24 = 0;
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Пример №22. Найти количество решений системы при каждом действительном значении параметра а  
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Пример №23.   
1)  Найти количество решений уравнения при каждом действительном значении параметра а;

2)   Решить уравнение для каждого действительного значения параметра а.
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Пример №24. Решить неравенство 
[image: image370.wmf]0

1

2

3

5

3

2

£

+

+

+

-

a

x

a

x

.
Решение.


[image: image371.wmf]î

í

ì

=

-

=

-

=

-

-

=

+

ï

î

ï

í

ì

-

-

=

+

=

£

+

+

+

-

.

1

,

1

,

13

13

,

2

1

2

3

3

5

3

2

.

2

1

2

3

,

3

5

3

2

0

1

2

3

5

3

2

a

x

x

x

x

x

a

x

a

a

x

a

x



[image: image372.jpg]el

x4,

10

=2x4 5
3

a=




Ответ:  если  
[image: image373.wmf];

3

1

2

;

2

5

3

),

1

;

(

÷

ø

ö

ê

ë

é

-

-

-

Î

-¥

Î

a

a

x

то

a


              
   если
a = 1,    то          нет решений;
             

если
 a
[image: image374.wmf].

2

5

3

;

3

1

2

),

;

1

(

ú

û

ù

ç

è

æ

-

-

-

Î

+¥

Î

a

a

x

то


Пример №25.   Решить неравенство 
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Пример №26. При каких значениях а неравенство 
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Пример №27. При каких значениях а система 
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Пример №28. При каких значениях параметра а существуют отрицательные решения неравенства 
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Пример №29. а) Построить множество точек 
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б) Найти наименьшее значение выражения х+у, если (х;у)- координаты точек, удовлетворяющих неравенству.
Решение.
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б) 

x+y = c, пусть с – наибольшее значение суммы, тогда прямая у = -х+с касается линии, ограничивающей изображение данного множества точек.
   
 y = -x+c, тогда следующая система имеет единственное решение.
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Пример №30. а) Построить множество точек 
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б)  решить неравенство 
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Пример №31.  а) Построить множество точек
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    решить неравенство для всех а;
  
    найти все значения а при каждом из которых решения неравенства образуют отрезок длины  4|a|.

Решение.
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при а=-1 длина отрезка равна 0.
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Ответ: а)
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Пример №32.  а) Построить множество точек 
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б) Найти площадь фигуры.
Решение.
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 Произведение ху неположительное,  арифметический квадратный корень определен и принимает  неотрицательные значения; arctg7 есть величина положительная. Вывод: 
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 Последнее неравенство задает круг с центром в точке (3;2), R=
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б) 
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Ответ: 
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Пример №33. (С5) Найти все значения а, при каждом из которых множеством решений неравенства  [image: image446.wmf]х
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Нарисуем линию 
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Ответ:  (-1;1) U [1[image: image491.png]


;5).
Пример №34. Решить неравенство 
[image: image492.wmf].
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Решение.
[image: image493.png]
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Критические линии:  x=0, a=[image: image497.png]
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Пример №35.Решить неравенство 
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  Пример №36. Найти количество решений уравнения при каждом действительном значении параметра а
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Ответ:    если 
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          то одно решение;                                                             
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 Пример №37. Найти количество решений уравнения при каждом действительном значении параметра а.
Решение.
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В системе хОа построим графики функций [image: image536.png]—4x—2
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Задачи для самостоятельного решения.
I. Решить уравнения:
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II. Найти количество решений уравнения (системы уравнений) для каждого действительного значения параметра а:
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III. 1) При каких значениях 
[image: image571.wmf]a

 уравнение имеет ровно 3 корня:
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б) 
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      2) При каких значениях 
[image: image574.wmf]a

 уравнение имеет 2 различных решения:
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     3) Для всех 
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 найти наименьший корень уравнения:



а) 
[image: image578.wmf];

0

)

1

(

3

)

1

(

3

2

2

2

3

=

-

+

-

-

-

a

a

x

a

ax

x




б) 
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    4) При каких значениях 
[image: image580.wmf]a

 все решения уравнения 
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    5) Найти все 
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 имеется ровно одно целое число.

    6) Найти, при каких значениях 
[image: image585.wmf]a

 система
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имеет одно решение.

IV. Решить неравенства:


1)
а) 
[image: image587.wmf].
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в) 
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б) 
[image: image589.wmf].
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г) 
[image: image590.wmf].
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2) 
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3) 
[image: image592.wmf].
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4) 
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5) 
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9) При каких значениях 
[image: image598.wmf]a

 неравенство 
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 верно 
[image: image600.wmf]]
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10) При каких значениях 
[image: image601.wmf]a

 неравенство 
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11) При каких значениях 
[image: image604.wmf]a

 неравенство 
[image: image605.wmf]2
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положительное решение?


12) При каких значениях 
[image: image606.wmf]a

 неравенство
[image: image607.wmf]|
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       отрицательное решение?


13) При каких значениях 
[image: image608.wmf]a

 имеет единственное решение система неравенств:



а) 
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б) 
[image: image610.wmf]ï
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14) Решить неравенства:



а) 
[image: image611.wmf].
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б) 
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в) 
[image: image613.wmf].
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15) Найти все значения параметра 
[image: image614.wmf]a

, при каждом из которых число

целочисленных решений неравенства 
[image: image615.wmf]0
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 максимально.


16) При каких значениях 
[image: image616.wmf]a

 множество решений неравенства 
[image: image617.wmf]0
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          не содержит ни одного решения неравенства 
[image: image618.wmf]4
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V. Построить множество точек:
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[image: image619.wmf],
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2) 
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3) 
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12) 
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5) 
[image: image627.wmf],
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13) 
[image: image628.wmf],
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6) [image: image629.wmf]y
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14) 
[image: image630.wmf],
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15) 
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[image: image633.wmf],
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16) 
[image: image634.wmf].
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         17) Найти, при каких значениях 
[image: image635.wmf]a

 система имеет решение
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Ответ: 
[image: image637.wmf].
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18) При каких значениях 
[image: image638.wmf]a

 система 
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имеет решения? 

19) Решить для всех 
[image: image640.wmf]a

 неравенство
[image: image641.wmf].
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20) Найти количество решений уравнения 
[image: image642.wmf]).
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21) Решить неравенство 
[image: image643.wmf]x
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 при всех
[image: image644.wmf]a

. Найти, при каких 
[image: image645.wmf]a

 длина отрезка, являющегося решением, равна 
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|

4

a

.


Ответ: 
[image: image647.wmf].
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22) Найти, при каких значениях 
[image: image648.wmf]a

 имеет решение  система неравенств 
[image: image649.wmf]?
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23) Найти, при каких значениях 
[image: image650.wmf]a

 уравнение 
[image: image651.wmf]3
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 имеет 2 решения.
24) При каких значениях 
[image: image652.wmf]a

 имеет решение система 
[image: image653.wmf]?
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25) При каких значениях 
[image: image654.wmf]a

 система имеет решения 
[image: image655.wmf]?
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26) Решить для всех 
[image: image656.wmf]a

 неравенство 
[image: image657.wmf].
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27) При каких значениях 
[image: image658.wmf]a

 множество 
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 есть множество 
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28) При каких значениях 
[image: image661.wmf]a

 существуют решения системы 
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29) При каких значениях существуют решения системы 
[image: image663.wmf]î
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30) При каких значениях 
[image: image664.wmf]a

 уравнение 
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 имеет единственное решение?

31) При каких значениях 
[image: image666.wmf]a

 существует единственное решение уравнения 
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32) При каких значениях 
[image: image668.wmf]a

 существует три решения уравнения 
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