Практическая работа №1

Тема: Решение задач.
Цели: 

· Повторить, обобщить и систематизировать знания о производной.

· Закрепить навыки нахождения производных.

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Практическая часть
1. Используя таблицу производных, правила дифференцирования суммы, произведения и частного элементарных функций, найти производные следующих функций:
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2. Вычислить частное значение производной.
	[image: image123.wmf]3

3

2

х

е

у

х

+

=

2.1 

	[image: image124.wmf](

)

3

5

3

16

5

x

x

x

f

-

=

2.6


	[image: image125.wmf]x

х

у

sin

4

3

=

2.11


	2.2
[image: image2.png]—x® +0x" —x +2),






	2.7
[image: image3.png]y=(4x3—2x*+x—5),x






	2.12
[image: image126.png]




	[image: image127.png]y=6x2+2x*+6



2.3 


	[image: image128.png]2, 1
y:§x3—2x‘+msx



2.8 


	[image: image129.png]y=(x*—3)(x?+2)



2.13



	2.4
[image: image130.png]y = (x° — x)e*





	[image: image131.png]


2.9


	2.14
[image: image132.png]





	2.5 

[image: image133.png]y = (x?+ 2x%),x




	[image: image134.png](—6x° +9x* — 2x +8),




[image: image135.png]sinx,x

Wl N




2.10 
	[image: image136.png]y=142Vx,x





[image: image137.png]y = —2sinx,x =




2.15 


3. Решить уравнение y’=0.
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4. Найти производную сложной функции.
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5. Вычислить приближённо, использую понятие дифференциал.
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Практическая работа №2

Производная в физике и технике.

Цели: 

· Повторить, обобщить и систематизировать знания о физическом смысле первой и второй производной.

· Закрепить навыки нахождения производных.

· Способствовать выработке навыков в применении производной к решению задач. 

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Теоретическая часть.

2. В чём заключается механический смысл производной?

Ответ. Производная функции у = f(х), в точке х0, выражает скорость изменения функции в этой точке.

2. Если функция задана законом прямолинейного движения S = S(t), то S' (t) –?

Ответ. Скорость движения в момент времени t  - это  производная по перемещению  S' (t) =  v(t)

3. Что есть вторая производная от закона движения?

Ответ. Скорость изменения скорости этого движения, т.е. ускорение а(t) = v' (t) = S' ' (t).

С физической точки зрения дифференцирование – определение скорости изменения переменной величины. Производная, таким образом, играет роль скорости изменения зависимой переменной  y  по отношению к изменению независимой переменной х. 
Выясняем формулы из физики, где используется производная.

· υ(t) = х'(t) – скорость.

· a(t) = υ'(t) – ускорение.

· I(t) = q'(t) – сила тока.

· с(t) = Q'(t) – теплоемкость.

· d(l) = m'(l) – линейная плотность.

· K(t) = l'(t) – коэффициент линейного расширения.

· ω(t) = φ'(t) – угловая скорость.

· e(t) = ω'(t) – угловое ускорение.

Чтобы охарактеризовать скорость совершения работы, вводят понятие мощности.

· N(t) = A'(t) – мощность.

· F(x)= A'(x) – Сила есть производная работы по перемещению.

· Е = Ф'(t) – ЭДС индукции  F = р'(t) – 2 закон Ньютона.
	Примеры применения производной в физике

	Задача
	Решение

	Тело массой 4 кг движется прямолинейно по закону x(t)=t2+t+1.

1. Какова кинетическая энергия тела в конце   

           3 сек. после начала движения тела?

2. Какова сила, действующая на тело?
	1. Wк =  (m·v2)/2                

            x ' (t) = v (t) = 2t+1, 
            v (3) = 7,
            a(t)= v' (t) = 2, 

   Wк = (4·72)/2=98

2. F = ma,

           a(t) = v' (t) = x' ' (t),

           x ' (t) = v (t) = 2t+1, 

           a(t)= v' (t) = 2, 

           F = ma = 4·2 = 8 H.



	Угол поворота тела вокруг оси изменяется по закону φ(t)=0,1t2-0,5t+0,2. 

Найти угловую скорость вращения тела в момент времени t=20с.
	ω(t) = φ'(t)
φ'(t) = 0,2t-0,5

ω(t) = 0,2t-0,5

ω(20) = 3,5

	Для любой точки  С стержня АВ длиной 10 см, масса куска стержня АС определяется по формуле m(l)=3l2+5l. 

Найти линейную плотность стержня в середине отрезка АВ, в конце отрезка. 
	d(l) = m'(l)

m'(l) = 6l+5

d(l) = 6l+5

d(5) = 6·5+5=35 – в середине отрезка

d(10) = 6·10+5=65 – в конце отрезка

	Количество электричества, протекающее через проводник, начиная с момента времени t=0, задаётся формулой q=3t2-3t+4.
Найти силу тока в конце 6-й секунды.
	I(t) = q'(t)
q'(t) = 6t-3

I(t) = 6t-3

I(6) = 6·6-3=33 


 Практическая часть.

1.Найти необходимые величины.

	1.1      S(t)=2t4+3t2-t+√t3
                  v(t), a(t)-?
	1.6     S(t)=12t 2-(2/3)t3
            v(t), a(t)-?
	1.11   S(t)=21t+2t2-(1/3)t3

               v(t), a(t)-?

	1.2        S(t)=5sin(3t+1),

                      v(t)-?
	1.7  S(t)=6cos(0,5t-4),      

                v(t)-?
	1.12      S(t)=0,5sin(4t+2),

                   v(t)-?

	1.3       x(t)= - 4t2+2t+2,

                      v(1)-?
	1.8   x(t)= √t+2t2 - 3t+2,

                v(25)-?
	1.13  x(t)=(-1/3)t3+2t2+5t,

                v(2)-?

	1.4     x(t)=t3-4t2,   a(5) -?
	1.9     x(t)=0,25t4-2t2, 

                 a(1) -?
	1.14      x(t)=t5+3t2-1,

                   a(2) -?

	1.5         x(t)=(-1/6)t3 +3t2 – 5, 

       найти t, когда a(t)=0
	1.10     x(t)=2t3+t-1,

   найти t, когда a(t)=2


	1.15  x(t)= (-1/3)t3+2t2+5t,

       найти t, когда v(t)=0


2. Решить задачу.

2.1 Найти силу F, действующую на материальную точку с массой m, движущуюся прямолинейно по закону s(t) = 2t3-t2, при t=2.

2.2 Тело массой 2 кг движется прямолинейно по закону x(t)=t2+t+1. Найти действующую на тело силу F, кинетическую энергию тела через 2с после начала движения.

2.3 Маховик, задерживаемый тормозом, за время t поворачивается на угол φ(t)=4t-0,3t2. Найти угловую скорость ω(t) вращения маховика в момент времени 2 с.

2.4 Точка движется по закону x(t)=√t. Найти её скорость в момент времени 4с.

2.5 Найти скорость тела, движущегося по закону s(t)=3t+5.
2.6 Тело движется прямолинейно по закону s(t)=2t2-t+4. Найти скорость тела в моменты времени  t1=0,  t2=2,  t3=5 с.

2.7  Найти скорость движения точки в момент времени t=5с, если закон движения задан формулой s(t)=3t2-2t+5.

2.8  Тело движется прямолинейно по закону s(t)=1-2t+t3. Найти скорость и ускорение в момент времени t=3с.

2.9  Найти скорость и ускорение движения тела в момент времени t=2с, если закон движения задан формулой s=4t2-3.

2.10  Когда скорость точки, движущейся прямолинейно по закону s(t)=t2-4t+5, равна 0?

2.11 Сила тока изменяется по закону I=0,4t2 . Найти скорость изменения силы тока в конце 8-й секунды.

2.12 Изменение силы тока в зависимости от времени задано уравнением  I = 2t2-5t. Найти скорость изменения силы тока в конце 10-й секунды.

2.13 Количество теплоты Q, получаемое некоторым веществом при нагревании определяется по формуле Q=10t+0,5t2. Найти теплоёмкость этого вещества при 20 К.
2.14 Закон изменения температуры Т тела в зависимости от времени задан уравнением T=0,3t2. С какой скоростью нагревается это тело в момент времени 10 с.

2.15 Температура тела изменяется по закону T(t)=0,5t2-2t. С какой скоростью нагревается тело в момент времени  t=6с.
Практическая работа №3

Вычисление неопределённого интеграла

Цели: 

· Повторить знания о первообразной, таблицу интегралов.

· Овладеть умением применения первообразной функции при решении вычислительных задач.
· Закрепить навыки нахождения табличных интегралов.

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Практическая часть.

1. Найти неопределённый интеграл, использую таблицу интегралов.
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2. Найти неопределённый интеграл, использую таблицу интегралов.
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3. Найти неопределённый интеграл  методом подстановки.
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4. Найти неопределённый интеграл  методом подстановки.
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Практическая работа №4

Тема: Определённый интеграл. Формула Ньютона-Лейбница
Цели: 

· Повторить знания о первообразной.

· Закрепить навыки нахождения табличных интегралов, площадей криволинейных трапеций с помощью формулы Ньютона-Лейбница.

· Проверить уровень сформированности навыка нахождения первообразных.

· Способствовать выработке вычислительных навыков. 

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Теоретическая часть.
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Практическая часть

3. Вычислить определённый интеграл.
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4. Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной заданными линиями. Результат округлить до 10-2.
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5. Найти площадь криволинейной трапеции, изображённой на рисунке.
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Построить площадь криволинейной трапеции и вычислить её площадь, использую соответствующие формулы.
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Практическая работа №5

Тема: Решение  задач.
Цели: 

· Повторить, обобщить и систематизировать знания о производной и первообразной.

· Закрепить навыки вычисления производных, первообразных.

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Практическая часть.

	Вариант№1
	Вариант№2
	Вариант№3

	1. Найти производную функции.

	1.1.1
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	2.Вычислить приближённо, используя понятие дифференциала.
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	3.  Найти неопределённый интеграл.
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	4. Вычислить площадь плоской фигуры с помощью формулы Ньютона – Лейбница.
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Практическая работа №6

Тема: Решение  дифференциальных уравнений.
Цели: 

· Изучить виды простых дифференциальных уравнений.

· Овладеть навыками решения дифференциальных уравнений с разделенными и разделяющимися переменными.

· Изучить задачу Коши.

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Литература: Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика: Учеб. Пособие для техникумов. – М.: Высш. шк., 1991. – 480 с.: ил.

Теоретическая часть.

Дифференциальное уравнение первого порядка, содержит: 
1) независимую переменную x;
2) зависимую переменную  y (функцию);
3) первую производную функции y ‘ .

Что значит решить дифференциальное уравнение? Решить дифференциальное уравнение – это значит, найти множество функций [image: image18.png]


, которые удовлетворяют данному уравнению. Такое множество функций называется общим решением дифференциального уравнения.

[image: image400.png]


Пример 1   Решить дифференциальное уравнение              
[image: image401.png]


В первую очередь нужно переписать производную немного в другом виде. Вспоминаем  обозначение производной: 
[image: image402.png]


Итак, на первом этапе переписываем производную в нужном нам виде:


На втором этапе всегда смотрим, нельзя ли разделить переменные? Что значит разделить переменные? Грубо говоря, в левой части нам нужно оставить только «игреки», а в правой части организовать только «иксы». Разделение переменных выполняется с помощью «школьных» манипуляций: вынесение за скобки, перенос слагаемых из части в часть со сменой знака, перенос множителей из части в часть по правилу пропорции и т.п.

Дифференциалы      dy  и  dx   – это полноправные множители. 
[image: image403.png]5=2+5-




В рассматриваемом примере переменные легко разделяются перекидыванием множителей по правилу пропорции:
Переменные разделены. 

В левой части – только «игреки»,  в правой части – только «иксы».

[image: image404.png]


Следующий этап – интегрирование дифференциального уравнения. Всё просто, навешиваем интегралы на обе части:


[image: image405.png]° 5-2 1
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Разумеется, интегралы нужно взять. В данном случае они табличные:



К любой первообразной приписывается константа. Здесь два интеграла, но константу   достаточно записать один раз. Почти всегда её приписывают в правой части.

[image: image406.png]


Строго говоря, после того, как взяты интегралы, дифференциальное уравнение считается решенным. Единственное, у нас «игрек» не выражен через «икс», то есть решение представлено в неявном виде.  Решение дифференциального уравнения в неявном виде называется общим интегралом дифференциального уравнения. То есть,  – это общий интеграл.

Пример 2
Найти частное решение дифференциального уравнения [image: image19.png]


, удовлетворяющее начальному условию [image: image20.png]=2




По условию требуется найти частное решение ДУ, удовлетворяющее начальному условию. Такая постановка вопроса также называется задачей Коши.

Сначала находим общее решение. Переписываем производную в нужном виде:
[image: image21.png]



Очевидно, что переменные можно разделить:
[image: image22.png]



Интегрируем уравнение:
[image: image23.png]]dl:—ﬂdx
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Общий интеграл получен. Теперь пробуем общий интеграл преобразовать в общее решение (выразить «игрек» в явном виде). Вспоминаем определение логарифма : [image: image25.png]


. В данном случае:
[image: image26.png]



Используя свойство степеней, перепишем функцию следующим образом:
[image: image27.png]



Если [image: image28.png]


 – это константа, то [image: image29.png]


 – тоже некоторая константа, которую обозначим через букву [image: image30.png]


:
[image: image31.png]



Итак, общее решение: [image: image32.png]2%
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. 

На завершающем этапе нужно найти частное решение, удовлетворяющее заданному начальному условию [image: image33.png]=2



. 

Необходимо подобрать такое значение константы [image: image34.png]


, чтобы выполнялось заданное начальное условие [image: image35.png]=2



.

 В общее решение вместо «икса» подставляем ноль, а вместо «игрека» двойку:
[image: image36.png]



[image: image37.png]
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[image: image407.png]


То есть, [image: image39.png]



Итак, 

[image: image408.png]100% ~13.14%
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В общее решение [image: image40.png]


 подставляем найденное значение константы:
 

– это и есть нужное нам частное решение.

Практическая часть.
Самостоятельно разобрать номера № 27, 28, 33. 

1. Решить дифференциальные уравнения с разделёнными переменными.
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Самостоятельно разобрать номера № 41, 43.

2. Решить дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.
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3. Найти частное решение дифференциального уравнения (задача Коши).

3.1 
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Практическая работа №7
Тема: Действия с приближёнными числами. Вычисления погрешностей.
Цели: 

· Формировать навыков работы с приближёнными числами.

· Формировать навыков вычисления погрешностей.

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Теоретическая часть.

При вычислениях с приближенными числами следует руководствоваться следующими правилами:

а)  Необходимо различать записи чисел.

Например, числа 12,3; 12,30; 12,300 отличаются друг от друга тем, что в записи верны цифры целых и десятых долей; во второй - верны также сотые доли; в третьей - верны и тысячные доли.

б)  При при6лиженных вычислениях полученные числа округляют до определенного числа значащих цифр.

Обычно среднее арифметическое округляется до ближайшего возможного отсчета по шкале прибора. Например, при многократном измерении длины штангенциркулем получим среднее значение 3,37 мм, но ближайший отсчет, какой можно сделать по штангенциркулю, будет 3,4 мм. Следовательно, вместо полученного числа 3,37 мм, надо записать среднее значение 3,4 мм.

в)  Численное значение средней абсолютной погрешности округляют до тех ж разрядов, что и среднее значение измеряемой величины.

Так, если среднее значение измеренной штангенциркулем длины взяли 3,4 мм, а полученная при расчетах абсолютная погрешность составляет 0,182 мм, то это число округляется до 0,2 мм, т.е. до разряда, как и у числа 3,4 мм.

г)  Если расчетные формулы содержат физические константы, табличные данные, то эти значения при расчете погрешностей берутся с такой точностью, чтобы число значащих цифр в них было на единицу больше, чем число значащих цифр в значениях измеренных величин. За абсолютную погрешность постоянных величин принимают половину единицы наименьшего разряда числа, необходимого при расчетах.

Например, если среднее арифметическое значение длины составляет 3,4 мм, то табличное значение числа π следует взять 3,14. При этом абсолютная погрешность для числа π будет π = 0,005.

д) При косвенных измерениях следует учитывать, что конечная точность измерения будет определяться самым неточным измерением какой-либо величины состоящей в функциональной связи с измеряемой величиной. Поэтому точность измерений всех величин должна быть более или менее одного разряда.

Практическая часть.

1. Найти истинную абсолютную погрешность числа а0
	1.1 а0=347, а=346,289
	1.6 а0=64,28, а=64,39
	1.11 а0=0,211, а=0,212

	1.2 а0=13,262, а=13,2619
	1.7 а0=0,143, а=0,14312
	1.12 а0=3,45, а=3,45289

	1.3 а0=15,23, а=15,2258
	1.8 а0=3,47, а=3,479
	1.13 а0=10,7, а=10,765

	1.4 а0=2,12, а=2,11356
	1.9 а0=7,12, а=7,22
	1.14 а0=2,34, а=2,2433

	1.5 а0=4,5, а=4,46
	1.10 а0=3012, а=3013
	1.15 а0=1,78, а=2


2. Записать числа в виде двойного неравенства.

	а0=547,06,  Δа=0,005
	а0=0,5478 , Δа=0,0001

	а0=8,4589 , Δа=0,0001
	а0=21457 , Δа=50

	а0=457000 , Δа=200
	а0= 5,4782, Δа=0,124

	а0=0,1245 , Δа=0,0002
	а0=44,558 , Δа=0,24


3. Округлить с точностью до 0,01 следующие числа.

	0,4558
	3,54628
	6,54987

	15,254
	26,4782
	3,54628

	11,6987
	64,2498
	2,5487

	13,89214
	3,9987
	9,01124

	25,3698
	6548,1254
	45,6982


4. Найти границу относительной погрешности числа а.

	а=6,96 , Δа=0,02
	а= 12,79, Δа=2

	а= 648,5, Δа=0,05
	а= 792,3, Δа=0,05

	а=2,372 , Δа=0,004
	а=4,25 , Δа=0,02

	а=34,27 , Δа=0,005
	а= 1,9345, Δа=0,0005


Практическая работа №8

Тема: Решение задач численными методами.
Цели: 

· Изучить вычисление определенных интегралов численными методами.

· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Литература:  Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика: Учеб. Пособие для техникумов. – М.: Высш. шк., 1991. – 480 с.: ил.

Теоретическая часть.

[image: image51.png]



Значения у0, у1,..., уn находят из равенств [image: image52.png]¥: = fla+ kAx)



, к = 0, 1..., n .Эти формулы называются формулами прямоугольников и дают приближённый результат. С увеличением n результат становится более точным. 

Итак, чтобы найти приближённое значение интеграла нужно:

· разделить отрезок интегрирования [a, b] на n равных частей точками х0= а, х1, х2,..., х n -1, х n = b ;

· вычислить значения подынтегральной функции [image: image53.png]v=flx)



 в точках деления, т.е. найти у 0 = f (x0), у 1 = f (x1), у 2 = f (x2), у n -1 = f (xn-1), у n = f (xn) ;
· воспользоваться одной из приближённых формул.

Для того, чтобы найти погрешность вычислений, надо воспользоваться формулами:

[image: image54.png]
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	Алгоритм применения метода прямоугольников для нахождения приближённого значения интеграла
	Пример применения метода прямоугольников.

	
	

	1. Разобьём отрезок [a,b] на n равных частей.
	1. Пусть        n=6.

	2. Найдем 


	2. 

	3.    Найдем точки деления: 
х k = a + k [image: image56.png]


 [image: image57.png]


 х
k=0,1,…,n
	3. 






	4. Найдем значение функции в точках деления: 

у 0 = f(x0), у 1 = f(x1), у 2 = f(x2),

 у n -1 = f (xn-1), у n = f (xn);
	4. 

[image: image58.png]flx,)=2"=4




[image: image59.png].57 = 6,25





[image: image60.png]f(x,)=3*=9




[image: image61.png]3,57 =12,25





[image: image62.png]flx,)=4*=16
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	5. Подставим полученные значения в формулу:



	5.



	6. Вычислим точное значение интеграла.
	
6. 



	7. Вычислим погрешность:

[image: image64.png]
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7. 




Практическая часть.
1. Найти среднее значение M функции f(x), используя формулу 
 если данная функция непрерывна, а аргумент x изменяется от  a до b.

1.1
[image: image66.png]TIpHM M3MeHeHHH X oT 1 o 2




1.2
[image: image67.png]npu U3MeHeHMH X oT 0 Jo 7




1.3
[image: image68.png]x* 41, npu uzMeHeHnu x oT 0 go 1





1.4
[image: image69.png]8x3, TpH U3MEeHeHMH X oT 1 70 2





1.5
[image: image70.png]2x+3, npu usMeHeHMH x OT 1 70 4




2. Изучить метод трапеций (стр. 350, п.4) и составить таблицу, используя №352:

	Алгоритм применения метода трапеций для нахождения приближённого значения интеграла
	Пример применения метода трапеций.

	
	


3. Вычислить интегралы методом прямоугольников и методом трапеций. Сравнить полученные результаты.  Найти относительную погрешность вычислений.

	3.1
	3.5
	3.8

	3.2


	3.6


	3.9



	3.4
Вычислить

разделив отрезок [0;4] на 40 равных частей.
	3.7  

Вычислить

разделив отрезок [0;8] на 40 равных частей.
	3.10

Вычислить

разделив отрезок [0;1] на 20 равных частей.


Практическая работа №9

Тема: Решение задач (1 час).
Цели: 
· Освоить механизм решения простейших комбинаторных задач;
· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Теоретическая часть.
Большинство комбинаторных задач решается с помощью двух основных правил – правила суммы и правила произведения.

	Выбор правила
	Выбор правила

	Правило суммы
	Правило произведения

	Если некоторый объект А можно выбрать m способами, а другой объект В можно выбрать n способами, то выбор объекта либо А, либо В можно осуществить m + n способами.
	Если объект А можно выбрать m способами и если после каждого такого выбора объект В можно выбрать n способами, то выбор пары А и В можно осуществить m · n способами.


Задача 1.
В магазине «Все для чая» есть 6 разных чашек и 4 разных блюдца. Сколько вариантов чашки и блюдца можно купить?
Решение.
Чашку мы можем выбрать 6-ю способами, а блюдце 4-я способами. Так как нам надо купить пару чашку и блюдце, то это можно сделать 6 · 4 = 24 способами (по правилу произведения).
Ответ: 24.
Для успешного решения комбинаторных задач надо еще и правильно выбрать формулу, по которой искать количество нужных соединений. В этом поможет следующая схема.

Рассмотрим решение нескольких задач на разные виды соединений без повторений.

Задача 2.
Найдите количество трехзначных чисел, которые можно составить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, если цифры в числе повторяться не могут.
Решение.
Для выбора формулы выясняем, что для чисел, которые мы будем составлять, порядок учитывается и не все элементы одновременно выбираются. Значит, это соединение – размещение из 7 элементов по 3. Воспользуемся формулой для числа размещений: A73 = 7(7 – 1)(7 – 2) = 7 · 6 · 5 = 210 чисел.

Ответ: 210.
Задача 3.
Сколько существует семизначных телефонных номеров, в которых все цифры разные, а номер не может начинаться с нуля?
Решение.
На первый взгляд эта задача такая же, как и предыдущая, но сложность в том, что надо не учитывать те соединения, которые начинаются с нуля. Значит необходимо из существующих 10-ти цифр составить все семизначные номера телефонов, а потом от полученного числа отнять количество номеров, начинающихся с нуля. Формула будет иметь вид:

A107 – A96 = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 – 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 544 320.

Ответ: 544 320.
Задача 4.
Сколькими способами можно расставить на полке 12 книг, из которых 5 книг – это сборники стихотворений, так, чтобы сборники стояли рядом?
Решение.
Сначала примем 5 сборников условно за одну книгу, потому что они должны стоять рядом. Так как в соединении существенным есть порядок, и все элементы используются, значит  это перестановки из 8 элементов (7 книг + условная 1 книга). Их количество Р8. Далее будем переставлять между собой только сборники стихотворений. Это можно сделать Р5 способами. Поскольку нам нужно расставить и сборники, и другие книги, то воспользуемся правилом произведения. Следовательно, Р8 · Р5 = 8! · 5!. Число способов будет большим, поэтому ответ можно оставить в виде произведения факториалов.

Ответ: 8! · 5!
Задача 5. 

В классе 16 мальчиков и 12 девочек. Для уборки территории возле школы нужно 4 мальчика и 3 девочки. Сколькими способами можно их выбрать со всех учеников класса?
Решение.
Сначала отдельно выберем 4 мальчика из 16 и 3 девочки из 12. Так как порядок размещения не учитывается, то соответственные соединения – сочетания без повторений. Учитывая необходимость одновременного выбора и мальчиков, и девочек, используем правило произведения. В результате число способов будет вычисляться таким образом:

С164 · С123 = (16!/(4! · 12!)) · (12!/(3! · 9!)) = ((13 · 14 · 15 · 16) / (2 · 3 · 4)) ·((10 · 11 · 12) / (2 · 3)) = 400 400.

Ответ: 400 400.
Таким образом, успешное решение комбинаторной задачи зависит от правильного анализа ее условия, определения типа соединений, которые будут составляться, и выбора подходящей формулы для вычисления их количества.

1. Вычислить.

	1.1


	2.1


	3.1



	1.2


	2.2


	3.2



	1.3


	2.3


	3.3




2. Решить задачу.

2.1 Сколько трехбуквенных слов можно образовать из букв  слова «АРБУЗ»?  
2.2 Сколько различных слов, даже  бессмысленных можно образовать, представляя буквы «АРБУЗ»? 
2.3 Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 2;4;6;7;9?
2.4 Сколько трехбуквенных слов можно образовать из букв слова «ПЕРСИК» ?

2.5 Сколько различных слов, даже бессмысленных, можно образовать представляя буквы «ПЕРСИК» ?
2.6 Сколько трехзначных чисел  можно составить из цифр 2;3;4;5;6?
2.7 В шахматном турнире участвуют 16 человек. Сколько партий должно быть сыграно в турнире, если между любыми двумя участниками должна быть сыграна одна партия?

2.8  В хоровом кружке занимаются 9 человек. Необходимо выбрать двух солистов. Сколькими способами это можно сделать?

2.9 В спортивной команде 9 человек. Необходимо выбрать капитана и его заместителя. Сколькими способами это можно сделать?

2.10 Сколько существует вариантов рассаживания вокруг стола 6 гостей на 6 стульях?

2.11 Сколькими способами 10 футбольных команд могут разыграть между собой золотые, бронзовые и серебряные медали?

2.12 В магазине продаются блокноты 7 разных видов и ручки 4 разных видов. Сколькими разными способами можно выбрать покупку из одного блокнота и одной ручки?
Практическая работа №10

Тема: Решение задач вероятностными методами.
Цели: 
· Сформировать навыки вычисления задач вероятностными методами;
· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

1. Классическая вероятность

В классической схеме вероятность любого события определяется как отношение числа m благоприятных для события A элементарных исходов к общему числу элементарных исходов n.
[image: image71.png]



Пример 1:

Некто, перетасовывая колоду из 36 карт, извлекает оттуда случайным образом одну карту. Какова вероятность того, что это будет туз?
Решение:
Тузов всего 4. Это количество благоприятных исходов. Всего карт 36 - это количество всех исходов испытания. Искомая вероятность равна 4/36 = 1/9

Пример 2:

В конверте среди 25 карточек находится разыскиваемая карточка. Из конверта наудачу извлечено 6 карточек. Какова вероятность, что среди них окажется нужная карточка?
Решение:
Извлечь 6 карточек из 25 можно C625 способами. Это количество всех исходов. Подсчитаем количество благоприятных исходов. Если нужная карточка уже есть в наборе, то остальные пять карточек из 24 можно выбрать C524 способами.
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1.1  Шесть шаров случайным образом раскладывают в три ящика. Найти вероятность того, что во всех ящиках окажется разное число шаров, при условии, что все ящики не пустые.

1.2  На шахматную доску случайным образом поставлены две ладьи. Какова вероятность, что они не будут бить одна другую?

1.3 Шесть рукописей случайно раскладывают по пяти папкам. Какова вероятность того, что ровно одна папка останется пустой?

1.4  Ребенок имеет на руках 5 кубиков с буквами: А, К, К, Л, У. Какова вероятность того, что ребенок соберет из кубиков слово "кукла"?

2. Вычисление вероятностей с помощью формул комбинаторики 

Пример 1:  В партии из  N = 10  деталей имеется  L = 7  стандартных.

Наудачу отобраны  k = 6  деталей. Найти вероятность того, что среди отобранных деталей ровно  r = 4  стандартных.

Решение: Число  n  всех возможных элементарных исходов выбора равно числу способов, которыми можно извлечь  k  деталей из  N  деталей, т.е.  n = [image: image73.png]


 –  числу сочетаний  из  N элементов по  k.

n  =  [image: image74.png]


  =  [image: image75.png]s
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  = 210

Подсчитаем число исходов, составляющих интересующее нас событие А – (среди  k  деталей ровно  r  стандартных). Из  k  стандартных деталей взять  r  стандартных деталей можно  [image: image77.png]


  способами,  при  этом  остальные  k – r  деталей должны быть нестандартными; взять их из  N – L нестандартных деталей можно  [image: image78.png]


  способами. Число  m  всех благоприятствующих  А  исходов равно произведению  m = [image: image79.png]
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  =  105.

Вероятность события  А  равна отношению  m – числа исходов, благоприятствующих событию  А,  к  n – числу всех возможных элементарных исходов

Р(А)  =  [image: image87.png]= |3



  =  [image: image88.png]
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  =  0,5.

2.1 Из 100 изготовленных пальто оказалось 7 третьего сорта, а остальные пальто первого и второго сорта. Какова вероятность, что пять отобранных пальто будут первого или второго сорта.

2.2 Студент знает 30 из 40 вопросов программы. Каждый билет содержит два вопроса программы. Найти вероятность того, что студент знает оба вопроса билета.

2.3 Из урны, в которой 30 шаров белых и 4 красных, наудачу вынимаются 3 шара. Найти вероятность того, что среди них есть хотя бы один красный шар.

2.4 В партии из 10 приборов 8 не имеют дефекта. Найти вероятность того, что из двух наудачу взятых приборов хотя бы один без дефекта.

2.5 Из полного набора костей домино наугад берут 3 кости. Какова вероятность того, что хотя бы две из них дубли?

2.6 Открываются одна за другой карты колоды из 36 штук. Какова вероятность того, что первой картой пиковой масти окажется пятая карта?

2.7 В урне 6 белых и 5 красных шаров. Наугад последовательно без возврата вынимают 2 шара. Найти вероятность того, что оба шара красные.

2.8 Среди 17 студентов группы, из которых восемь девушек, разыгрывается семь билетов, причем каждый может выиграть только один билет. Какова вероятность того, что среди обладателей билетов окажутся четыре девушки?

2.9 Партия из 100 изделий содержит 40 изделий 1–го сорта, а остальные второго сорта. Наудачу берут 4 изделия, найти вероятность того, что все они будут одного сорта.

2.10 Найти вероятность того, что в 4-х значном номере наудачу взятой машины: а) все цифры различны, б) все цифры одинаковы.

 

 
3. Вычисление вероятностей независимых событий 

Пример 1: Для сообщения об аварии установлены два независимо работающих автомата – сигнализатора. Вероятность того, что при аварии сработает первый сигнализатор, равна  p1 = 0,95, второй – p2 = 0,9. Найти вероятность события А – при аварии поступит сигнал хотя бы от одного сигнализатора.

Решение: Событие  А  может осуществиться, если произойдет одно из следующих событий: сработает первый сигнализатор и одновременно не сработает второй – А1[image: image90.png]


2; сработает второй сигнализатор и одновременно не сработает первый – [image: image91.png]


1А2; одновременно сработают оба сигнализатора –А1А2, т.е.  А = А1[image: image92.png]


2 + [image: image93.png]


1А2 + А1А2. Вероятности противоположных событий  [image: image94.png]


1  и  [image: image95.png]


2  соответственно равны  q1 = 1 – p1 = 0,05  и  q2 = 1 – p2 = 0,1. События, составляющие  А,  несовместны (не могут произойти одновременно), поэтому вероятность события  А  равна

Р(А) = Р(А1[image: image96.png]


2) + Р([image: image97.png]


1А2) + Р(А1А2) = p1·q2 + q1·p2 + p1· p2 = 0,995.

2–й способ: Событие  [image: image98.png]


  противоположное  А  произойдет, если одновременно не сработают оба сигнализатора – [image: image99.png]


1[image: image100.png]


2. Тогда вероятность события  А  равна        

Р(А) = 1 – Р([image: image101.png]


1[image: image102.png]


2)  = 1 – q1·q2 = 1 – 0,005 = 0,995

 

3.1 Трое охотников одновременно выстрелили в зайца. Найти вероятность того, что заяц будет убит, если каждый из охотников убивает зайца с вероятностью  0,5; 0,7  и  0,9  соответственно.

3.2 Два студента ищут нужную книгу в магазинах. Вероятность того, что книга будет найдена первым студентом, равна 0,6, а вторым - 0,7. Найти вероятность того, что только один студент найдет книгу.

3.3 В электрической цепи 3 элемента, которые выходят из строя независимо друг от друга с вероятностями 0,3; 0,2 и 0,1. Определить вероятность разрыва цепи при параллельном соединении элементов.

3.4 Вероятность наличия нужного материала на 1–й базе равна 0,9,  на 2–й – 0,95, на 3–й – 0,8, на 4–й – 0,6. Найти вероятность того, что только на одной базе окажется нужный материал.

3.5 Два стрелка делают по одному выстрелу в одну и ту же мишень. Вероятность попадания в нее первым стрелком 0,7, а вторым равна 0,6. Найти вероятность того, что  а) мишень будет поражена; б) только одно попадание в цель.

3.6 Рабочий обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение часа первый станок не потребует внимания рабочего, равна 0,3, второй – 0,4, третий – 0,7. Найти вероятность того, что в течение часа только один станок не потребует внимания рабочего.

3.7 Вероятность наличия нужного материала на 1–й базе равна 0,9,  на 2–й – 0,95, на 3–й – 0,8, на 4–й – 0,6. Найти вероятность того, что только на одной базе не окажется нужного материала.

3.8 В электрической цепи 3 элемента, которые выходят из строя независимо друг от друга с вероятностями 0,3; 0,2 и 0,1. Определить вероятность разрыва цепи при последовательном соединении этих элементов.
3.9 Вероятность безотказной работы блока, входящего в систему, составляет 0,8. Для повышения надежности устанавливают такой же резервной блок. Найти вероятность безотказной работы блока.

3.10 Три спортсмена участвуют в отборочных соревнованиях. Вероятности зачисления в сборную команду первого, второго и третьего спортсмена соответственно равны  0,8; 0,7; 0,6, Найти вероятность того, что хотя бы один из этих спортсменов войдет в сборную.

  

4. Формула полной вероятности 

Пример 1: За различными материалами послана автомашина наудачу на одну из трех баз. Вероятность наличия нужного материала на первой базе равна 0,9, на второй - 0,8, на третьей - 0,6. Найти вероятность того, что автомашина не привезет нужного материала.

Решение: Для получения нужного материала необходимо выбрать одну из баз. События  Н1, Н2, Н3 - взятие материала с определенных баз составляют полную группу событий, примем эти события за гипотезы,   их вероятности равны  Р(Н1) = Р(Н2) = Р(Н3) = 1/3, т.к. гипотезы равновозможные. Условные вероятности события  А – (нет нужного материала) соответственно равны  Р(АïН1) = 1 – 0,9 = 0,1,  Р(АïН2) = 0,2,  Р(АïН3) = 0,4. Тогда по формуле полной вероятности получим

Р(А) = Р(АïН1)·Р(Н1) + Р(АïН2)·Р(Н2) + Р(АïН3)·Р(Н3) = 0,175.

4.1 В одной урне 5 белых и 8 красных, а в другой 10 белых и 6 красных шаров. Наудачу вынимают один шар. Какова вероятность того, что он белого цвета?

4.2 Вероятность выполнить работу без ошибок для 10–ти студентов из группы равна 0,95; для 15–ти – 0,7, а для 3–х  остальных – 0,2. Преподаватель берет наудачу одну тетрадь для проверки. Какова вероятность того, что работа выполнена без ошибок?

4.3 На сборку поступило 3000 деталей с первого станка и 2000 со второго. Первый станок дает 0,2%, а второй 0,3% брака. Найти вероятность того, что взятая наудачу деталь из не рассортированной продукции станков окажется бракованной. 

4.4 Имеется 2 партии одинаковых изделий из 10 и 12 штук, причем в каждой партии по одному бракованному изделию. Наудачу взятое изделие из первой партии переложили во вторую, после чего наудачу взяли изделие из 2–й партии. Найти вероятность того, что оно бракованное.

4.5 В сосуд, содержащий 5 шаров, опущен белый шар. Какова вероятность извлечь из него белый шар, если предположения о первоначальном присутствии в сосуде от 0 до 5 белых шаров равновозможны?

4.6 Радиолампа, вставленная в телевизор, может принадлежать к одной из партий с вероятностями: 0,3: 0,2; 0,5. Вероятности того, что лампа проработает заданное число часов, для этих партий равны соответственно: 0,9; 0,8; 0,6. Найти вероятность того, что лампа проработает заданное число часов,  если она выбрана наудачу.

4.7 Студенту нужна книга, которая может находиться в одной из 4–х библиотек с вероятностями 0,8; 0,7; 0.9; 0,75. Студент пошел в наудачу выбранную библиотеку. Какова вероятность того, что он получит книгу?

4.8 Команда разделена на 3 группы: старшая –5 человек, средняя – 4 человека, младшая – 10 человек. Вероятности занять первое место для членов каждой группы равны соответственно 0,2; 0,15; 0,1. Какова вероятность того, что наудачу выбранный спортсмен станет чемпионом?

4.9 В ящиках находятся соответственно: I) 2 белых и 3 черных шара; 2) 4 белых и 3 черных шара: 3) 6 белых и 2 черных шара. Из наудачу выбранного ящика вынимают шар. Найти вероятность того, что он белый.

4.10 Легковые и грузовые автомобили в транспортном потоке мимо АЗС встречаются в отношении 5:3. На заправку заезжает каждая 8-я легковая и каждая 12-я грузовая. Какова вероятность того, что подъезжающая машина заедет на заправку?

Практическая работа №11

Тема: Вычисление среднего арифметического, математического ожидания и дисперсии случайной дискретной величины.

Цели: 
· Сформировать навык нахождения числовых характеристик дискретной случайной величины;
· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Теоретическая часть.
Простая средняя арифметическая — Равна отношению суммы индивидуальных значений признака к количеству признаков в совокупности
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Пример 1. Бригада из 6 рабочих получает в месяц 3 3,2 3,3 3,5 3,8 3,1 тыс. руб.
Найти среднюю заработную плату.
Решение: 

(3 + 3,2 + 3,3 +3,5 + 3,8 + 3,1) / 6 = 3,32 тыс. руб.

Взвешенная средняя арифметическая — равна отношению (суммы произведений значения признака к частоте повторения данного признака) к (сумме частот всех признаков). Используется, когда варианты исследуемой совокупности встречаются неодинаковое количество раз.
Представим это в виде следующей формулы:
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 — цена за единицу продукции;

· [image: image106.png]


 — количество (объем) продукции;

Пример 2. Найти среднюю заработную плату рабочих цеха за месяц
	Заработная плата одного рабочего
тыс. руб; X
	Число рабочих
F

	3,2
	20

	3,3
	35

	3,4
	14

	4,0
	6

	Итого:
	75


Средняя заработная плата может быть получена путем деления общей суммы заработной платы на общее число рабочих:
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Ответ: 3,35 тыс.руб.

Математическим ожиданием дискретной случайной величины называ-ется сумма произведений ее возможных значений на соответствующие им вероятности:
М(Х) = х1р1 + х2р2 + … + хпрп .
Пример 3. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины, зная закон ее распределения: 

	Х
	5
	4
	3

	p
	0,2
	0,5
	0,3


Решение: По формуле  находим математическое ожидание:

M (X) = 5*0,2 + 4*0,5 + 3*0,3 = 3,3.

Дисперсией (рассеянием) дискретной случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:

D (X) = M [X - M (X)]2.
Пример 4. Найти дисперсию случайной величины X, которая задана следующим законом распределения: 

	Х
	1
	2
	5

	p
	0,3
	0,5
	0,2


Решение: По формуле  находим математическое ожидание:

M (X) = 1*0,3 + 2*0,5 + 5*0,2 = 2,3.

Записываем все возможные значения квадрата отклонения:

[X1 - M (X)]2 = (1 - 2,3)2 = 1,69;

[X2 - M (X)]2 = (2 - 2,3)2 = 0,09;

[X3 - M (X)]2 = (5 - 2,3)2 = 7,29.

Тогда закон распределения квадрата отклонения имеет следующий вид: 

	[X - M (X)]2
	1,69
	0,09
	7,29

	p
	0,3
	0,5
	0,2


По формуле  находим дисперсию:

D (X) = 1,69*0,3 + 0,09*0,5 + 7,29*0,2 = 2,01.

Практическая часть.
1. Задан закон распределения случайной величины Х (в первой строке таблицы указаны возможные значения величины Х, а во второй строке указаны вероятности p этих возможных значений). Найти:

1. математическое ожидание, 

2. дисперсию, 

3. построить многоугольник распределения.

1.1                                                                                           

	x
	23
	25
	28
	29

	p
	0,3
	0,2
	0,4
	0,1


1.2

	x
	17
	21
	25
	27

	p
	0,2
	0,4
	0,3
	0,1


1.3

	x
	24
	26
	28
	30

	p
	0,2
	0,2
	0,5
	0,1


1.4

	x
	12
	16
	19
	21

	p
	0,1
	0,5
	0,3
	0,1


1.5

	x
	25
	27
	30
	32

	p
	0,2
	0,4
	0,3
	0,1


1.6

	x
	30
	32
	35
	40

	p
	01
	0,5
	0,2
	0,2


1.7

	x
	12
	14
	16
	20

	p
	0,1
	0,2
	0,5
	0,2


1.8

	x
	21
	25
	28
	31

	p
	0,1
	0,4
	0,2
	0,3


1.9

	x
	18
	22
	23
	26

	p
	0,2
	0,3
	0,4
	0,1


1.10

	x
	25
	28
	30
	33

	p
	0,1
	0,2
	0,4
	0,3


2. Рассчитать средний возраст студентов в группе из 20 человек:  

	№ п\п
	Возраст

(лет)
	№ п\п
	Возраст

(лет)
	№ п\п
	Возраст

(лет)
	№ п\п
	Возраст

(лет)

	1

2

3

4

5
	18

18

19

20

19
	6

7

8

9

10
	20

19

19

19

20
	11

12

13

14

15
	22

19

19

20

20
	16

17

18

19

20
	21

19

19

19

19
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