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Введение.
Мир наш исполнен симметрии. С древнейших времён с ней связаны наши представления о красоте. Наверное, этим объясняется непреходящий интерес человека к удивительным символам симметрии, привлекавшим внимание множества выдающихся мыслителей, от Платона и Евклида до Эйлера и Коши.
Впрочем, многогранники отнюдь не только объект научных исследований. Их формы – завершенные и причудливые, широко используются в декоративном искусстве.

Звёздчатые многогранники очень декоративны, что позволяет широко применять их в ювелирной промышленности при изготовлении всевозможных украшений. Применяются они и в архитектуре. Многие формы звёздчатых многогранников подсказывает сама природа. Снежинки – это звёздчатые многогранники. С древности люди пытались описать все возможные типы снежинок, составляли специальные атласы. Сейчас известно несколько тысяч различных типов снежинок.
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Теоретическая часть
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Звёздчатый многогранник (звёздчатое тело) – это невыпуклый многогранник, грани которого пересекаются между собой. Как и у незвёздчатых многогранников, грани попарно соединяются в рёбрах (при этом внутренние линии пересечения не считаются рёбрами)

Звёздчатой формой многогранника называется многогранник, полученный путём продления граней данного многогранника через рёбра до их следующего пересечения с другими гранями по новым рёбрам.
                Виды звёздчатых многогранников:
Правильные звёздчатые многогранники – это звездчатые многогранники, гранями которых являются одинаковые (конгруэнтные) правильные или звёздчатые многоугольники. В отличие от пяти классических правильных многогранников (Платоновых тел), данные многогранники не являются выпуклыми телами.

Полуправильные звёздчатые многогранники – это звёздчатые многогранники, гранями которых являются правильные или звёздчатые многоугольники, но не обязательно одинаковые. При этом строение всех вершин должно быть одинаковым ( условие однородности). Г.Коксетер, М.Лонге-Хиггинс и Дж.Миллер в 1954 году перечислили 53 таких тела и выдвинули гипотезу о полноте своего списка. Только значительно позже в 1969 году Сопову С.П. удалось доказать, что представленный ими список многогранников действительно полон.

На данных рисунках каждая грань для красоты и наглядности окрашена собственным цветом.
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Однородные многогранники – правильные и полуправильные выпуклые многогранники ( Платоновы и архимедовы тела); правильные и полуправильные звёздчатые многогранники вместе называются однородными многогранниками. У этих тел все грани являются правильными многоугольниками (выпуклыми или звёздчатыми), а все вершины одинаковы (т.е. существуют ортогональные преобразования многогранника в себя, переводящие любую вершину в любую другую). Существует ровно 75 однородных многогранников.

Тетраэдр и куб
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Тетраэдр и гексаэдр (куб) не имеют звёздчатых форм, так как их грани при продлении через рёбра более не пересекаются.

                       Звёздчатый октаэдр

[image: image40.jpg]


 
Существует только одна звёздчатая форма октаэдра. Звёздчатый октаэдр был открыт Леонардо да Винчи, затем спустя почти 100 лет переоткрыл И.Кеплером и назван им Stella octangula – звезда восьмиугольная. Отсюда эта форма имеет и второе название : «stella octangula Кеплера»; по сути она является соединением двух тетраэдров. 
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Звёздчатые формы додекаэдра
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Додекаэдр имеет 3 звёздчатые формы: малый звёздчатый додекаэдр, большой додекаэдра, большой звёздчатый додекаэдр (звёздчатый большой додекаэдр, завершающая форма). В отличие от октаэдра, любая из звёздчатых форм додекаэдра не является соединением Платоновых тел, а образует новый многранник.
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У большого додекаэдра гранями являются пятиугольники, которые сходятся по пять в каждой из вершин. У малого звёздчатого и большого звёздчатого додекаэдров грани – пятиконечные звёзды (пентаграммы), которые в первом случае сходятся по 5, а во втором по 3 грани в одной вершине. 

Вершины большого звездчатого додекаэдра совпадают с вершинами описанного додекаэдра.

Звёздчатые формы икосаэдра
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Икосаэдр имеет 59 звёздчатых форм, из которых 32 обладают полной, а 27 – неполной икосаэдральной симметрией, что было доказано Коксетером совместно с Дювалем, Флэзером и Петри с применением правил ограничения, установленных Дж. Миллером. Одна из этих звёздчатых форм (20-я, модель 41 по Веннинджеру), называемая большим икосаэдром (см.рисунок), является одним из четырёх правильных звёздчатых многогранников Кеплера – Пуансо. Его гранями являются правильные треугольники, которые сходятся в каждой вершине по пять; это свойство является у большого икосаэдра общим с икосаэдром.
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Среди звёздчатых форм также имеются: соединение пяти октаэдра, соединение пяти тетраэдров, соединение десяти тетраэдра. Первая звёздчатая форма – малый триамбический икосаэдр.
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Если каждую из граней продолжить неограниченно, то тело будет окружено большим многообразием отсеков – частей пространства, ограниченных плоскостями граней. Все звёздчатые формы икосаэдра можно получить добавлением к исходному телу таких отсеков. Не считая самого икосаэдра, продолжения его граней отделяют от пространства 20+30+60+20+60+120+12+30+60+60=472 отсека десяти различных форм и размеров. Большой икосаэдр состоит из всех этих кусков, за исключением последних шестидесяти. Следующая звёздчатая форма – завершающая.
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Звёздчатые формы кубооктаэдра





Кубооктаэдр имеет 4 звёздчатые формы, удовлетворяющие ограничениям, введенным Миллером. Первая из них является соединением куба и октаэдра.
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Звёздчатые формы икосододекаэдр
 Икосододекаэдр имеет множество звёздчатых форм, первая из которых есть соединение икосаэдра и додекаэдра. Икосододекаэдр имеет 32 грани, из которых 12 являются правильными пятиугольными гранями, а остальные 20 – правильными треугольниками.
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Практическая         часть
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Для создания моделей звёздчатых многогранников необходимо изготовить шаблон.

Чтобы создать шаблон, необходимо построить равносторонний треугольник и разделить каждую из его сторон в соотношении «золотого сечения». На каждой стороне должны быть получены две точки «золотого сечения».
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Рис.1

Далее все вершины и точки золотого сечения соединяются согласно рис.1

Данный шаблон используется для построения развёрток многогранников как соединение пяти октаэдров, соединение десяти тетраэдров, для всех 15 звёздчатых форм икосаэдров, а также для многих других звёздчатых многогранников.

Деление отрезков в соотношении «золотого сечения».



[image: image24.wmf]A    

B    

A    

C    

B    

A    

C    

B    

9    

0    

Å    

A    

C    

B    

D    

A    

C    

B    

D    

E    

A    

C    

B    

D    

E    

F    

Ä    

à    

í    

î    

Ø    

à    

ã    

1    

(    

A    

C    

)    

=    

(    

C    

B    

)    

Ø    

à    

ã    

2    

Ø    

à    

ã    

3    

(    

A    

C    

)    

=    

(    

C    

B    

)    

=    

(    

B    

D    

)    

Ø    

à    

ã    

4    

(    

A    

C    

)    

=    

(    

C    

B    

)    

=    

(    

B    

D    

)    

=    

(    

D    

E    

)    

Ø    

à    

ã    

5    

(    

A    

E    

)    

=    

(    

A    

F    

)    

(    

A    

B    

)    

:    

(    

A    

F    

)    

=    

(    

A    

F    

)    

:    

(    

F    

B    

)    


Рис.2

На рис.2 представлен пошаговый алгоритм построения «золотого сечения» для отрезка.

                         Метод триангуляции.
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Рис.3
Построение шаблона развёртки шестой звёздчатой формы икосаэдра.


[image: image26.wmf]
Рис.4

Из элементов «А» (рис. 4) собирается развёртка пятиугольной пирамиды.

Из элементов «Б» (рис.4) собирается развёртка пятигранной розетки.

Посторенние шаблона развёртки соединения пяти тетраэдров.
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Рис.5

Из элементов «В» (рис.5) создаётся развёртка четверти тетраэдра.

Развёртка шестой звёздчатой формы икосаэдра.
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Рис.6
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Рис.7 

Развёртка соединения пяти тетраэдров.
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Рис.8 
Если развёртки, приведенные на рисунках 6;7;8, выполняются вручную, то используется метод триангуляции. Если эти развёртки выполняются в Компас Графике, то используются команды симметрия и поворот в режиме редактирования.
Шестая звёздчатая форма икосаэдра.
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Соединение пяти тетраэдров.
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Группа звёздчатых геометрических тел.


[image: image33.jpg]




Заключение

В любом возрасте мы можем найти применение своим геометрическим знаниям. Именно они идут рука об руку с пространственным мышлением и воображением. Ни одни геометрические тела не обладают таким совершенством и красотой, как звёздчатые многогранники.
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Приложение

Мои работы в кабинете математике
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