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Методическая разработка указаний студентам  по самоподготовке
на тему: "Функция. Предел функции. "
Автор: Курсай Н.Г.
ГБОУ СПО "Кущевский медицинский колледж"

Мотивация
  	 Рассматриваемая тема относится к разделу математики, который называется «Математический анализ». Данный раздел посвящен вопросам исследования поведения функции не только в целом, во всей своей области определения, но и около конкретной точки, т.е. реализуется локальный подход.   Такой анализ практически всегда связан с понятием предела функции, который является основой для построения такой важной математической модели как производная.
Цель самоподготовки
После  самостоятельного изучения темы студент должен
знать:
· определение
· аргумента;
· функции;
· области определения функции;
· графика функции;
· четной и нечетной функции;
· монотонной функции;
· возрастающей и убывающей функции;
· непрерывной функции;
· сложной функции;
· предела функции в точке, левого и правого предела;
· формулы «замечательных пределов»
уметь: 
· определять четность, нечетность, монотонность функции;
· доказывать, что функция возрастает или убывает;
· находить пределы функции в точке, используя 1 и 2 замечательные пределы
иметь представление:	
· об  формулировке основных теорем о пределах;
· о бесконечно малых и бесконечно больших функциях.
Исходный уровень знаний
Для изучения данной темы необходимо знать из курса средней школы
· арифметические действия с дробями;
· понятие «модуля числа»;
· [bookmark: _GoBack]декартову систему координат;
· множества чисел (вещественные, рациональные, целые);
· понятия гиперболы и параболы;
· построение графика по заданной формуле f(х);
· тригонометрические функции.

Литература для студентов
Основная:
1. Башмаков М.И. Математика. М., «Высшая школа», 1994 г., стр. 16-52 

ООД
( ориентировочная основа действий  для самостоятельной работы)
	№ п/п
	               Что делать?
	                Как делать?

	    1.

	Уточнить цели самоподготовки
	Внимательно прочитать методические указания

	2.
	Знать определение функции, аргумента, области определения функции, графика функции
	Учебник: Башмаков М.И. Математика, стр. 21,22
Приложение №1

	3.

	Знать определение четной и нечетной функции
	Учебник: Башмаков М.И. Математика, стр. 30
Приложение №1

	4.
	Уметь определять по представленной формуле функции четная она или нечетная
	Приложение №1

	5.
	Знать определения монотонной функции, непрерывной функции, возрастающей и убывающей функции
	Учебник: Башмаков М.И. Математика, стр. 49-51
Приложение №1

	6.
	Уметь доказывать, что функция возрастает или убывает на заданном интервале
	Приложение №1

	7.
	Знать определение сложной функции

	Учебник: Башмаков М.И. Математика, стр. 48
Приложение №1

	8.
	Уметь составлять композиции функций
	Учебник: Башмаков М.И. Математика, стр.48
Приложение №1

	9.
	Знать определение
- предела функции в точке;
- левого и правого предела;
- бесконечно большой и бесконечно малой функции
	
Приложение №2

	10.
	
- формулы 1 и 2 замечательных пределов

	
Приложение №2

	11.
	Уметь находить пределы функций
	Приложение №2

	12.
	Ответить на вопросы самоконтроля
	При необходимости вернуться к предыдущим пунктам

	13.
	Выполнить обязательные задания
	Решить задания в тетрадях




Вопросы для самоконтроля
1. Что такое аргумент ?
2. Что такое функция ?
3. Какая функция является четной ?
4. Какая функция является нечетной ?
5. Что такое область определения функции ?
6. Что такое график функции ?
7. Какая функция называется монотонной ?
8. Какая функция называется непрерывной ?
9. Какая функция называется сложной ?
10. Как определить, является функция возрастающей или убывающей ?
11. Какая  из функций является монотонной на всей числовой оси – у= х2 или у= х3 ?
12. Является ли функция у = -7х возрастающей на интервале (0;)
13. Является ли функция у = 9х нечетной  ?
14. Является ли функция у = 4х + 30 четной ?
15. Какая функция является сложной у = 4х, у = хsin х, у = соs х ?
16. Что называют пределом функции в точке ?
17. Как выглядят формулы 1 и 2 замечательных пределов ?
18. Как записать на языке символов: предел функции 5х в точке х = 8 равен 40 ?
19. Какая функция называется бесконечно малой ?
20. Какая функция называется бесконечно большой ?
21. Что называется  левым пределом функции ?
22. Что называется правым пределом функции ?

                                  
Обязательные для выполнения задания
Тест-лестница
Функция. Предел функции в точке
Инструктаж: выбрать 1 правильный ответ
1. lim  (1+ 8x) = 
      х 2
а) 9                  б) 16         в) 17                 г) 15
2.Формула 1 замечательного предела
а) lim  соs x = 1
      х          Х
  б) lim  sin x = 1
           х 0         Х
в) lim  sin x = 1
      х 0          2
г) lim  Соs x = 1
      х 0         

3. lim  tg x = 
      х 0          x
а) 1            б)   4         в)  8        г) 2
4.Четной является функция 
а)  х7         б) х+8               в)  х2 +12                    г) х8
5. Значение функции Y = - 15х – 42 в точке х=10 равно
а)     108           б) - 132                в)  - 192              г)  197
6. Возрастающей на интервале (– ; 0) является функция
а)  х7         б) х+8               в)  -х2                     г)  -х3

Инструктаж: установить соответствие между буквой и двумя цифрами
	5. Тип функции
	Функция

	а) четная
	1) 8х + 9

	б) нечетная
	2) 20х

	в) ни четная, ни нечетная
	3) 40х2

	
	4) 14 х3

	
	5) 38х – 17

	
	6) х4



	6. Функция
	Вид функции

	а) -5х2
	1) возрастающая на (– ; 0)

	б) 7х2
	2) убывающая на (– ; 0)

	
	3) возрастающая на (0; + )

	
	4) убывающая  на (0; + )



Инструктаж: дополнить
7.Композиция функций Y1 = 3x4  и Y2 = sin x _____________________
8. Композиция функций Y1 = х и Y2 = х4 +7х3 _____________________
9.lim  (1+ 8/x)x = ____________________
      х 

                                


                                                                                                                   Приложение №1
Функция
Пусть даны две переменные Х и Y.  Функция – такая зависимость между переменными Х и Y, которая позволяет для каждого значения Х однозначно определить значение Y.
Примеры функций:
1) у = 12х – 45             2) у = 5х2                 3) у = 1/х, Х>0
В каждом из этих примеров указана формула, позволяющая для каждого значения переменной Х однозначно вычислить значение переменной Y.
Функция обычно обозначается одной буквой, например f. Значение функции в точке х обозначается f(х).
Переменную х называют аргументом, или независимой переменной.    Буквой D обозначают область значений аргумента – множество всех возможных значений переменной х.
Область определения функции - множество всех возможных значений переменной х. ( D ).
Пусть задана функция f с областью определения D. Рассмотрим плоскость с декартовой системой координат. По оси абсцисс будем откладывать значение аргумента, а по оси ординат – значение функции. Для каждого числа Х, принадлежащего области определения функции ( D ) вычислим у= f(х) и поставим точку с координатами (х, f(х)) -  рис.1.
Множество таких точек образует кривую, называемую графиком функции  f в заданной системе координат.                                                   
                                                 График функции f – множество точек плоскости с     Y                                    
                                                                                      

f(x)                       М (х;у)







     0                      х                            Х
                 Рис.1                                       


















                                                 координатами (х, f(х)), где Х принадлежит области
                                                 определения функции. 
                                            На рис. 2 изображены графики функций.
                                 Y

         У=х2                                     
                                                      

                                                           У=1/х

                          
0 Х 
 Рис.2  

                 





Часто график функции является
симметричным – или относительно на-
чала координат (нечетная функция), или относительно оси Y (четная функция). Дадим определение четности и нечетности функций.
Функция у= f(х) называется чётной, если при всех значения аргумента f(-х) = f(х).
Функция у= f(х) называется нечётной, если при всех значения аргумента f(-х) = -f(х)
Примеры чётных функций
1)      Y = 5х4             
Доказательство: возьмем х=1, тогда 
                              f (х) = f (1)  = 5*14 = 5      f (-х) = f (-1) = 5*(-1)4 = 5            f (-х) = f (х)            5 = 5
2) Y = 7х2  
Доказательство: возьмем х=3, тогда 
                             f (х) = f (3)  = 7*32 = 63            f (-х) = f (-3) = 7*(-3)2 = 63
                                                              f (-х) = f (х)            63 =  63
Примеры нечётных функций
1)      Y = 15х            
 Доказательство: возьмем х = 2, тогда   f (х) = f (2)  = 15*2 = 30      f(-х) = f (-2) = 15*(-2) = - 30
                             f (-х) = - f (х)       -30  = - (30)
2)      Y = 309/х            
 Доказательство: возьмем х = 3, тогда  f (х) = f (3)  =  309/ 3 = 103           f(-х) = f (-3) = 309/ ( -3 )  = - 103
                          f (-х) = - f (х)             -103  = - (103)

Примеры  функций не являющимися ни чётными ни нечётными
1)      Y = х2 + 8х         2)    Y = - 400х + 87     3) Y =  31х2 + 73
При подстановке в первую функцию значений 1 и (-1) получим соответственно 9 и (-7), что не попадает под определение чётной или нечётной функции. Аналогичная ситуация будет  во 2-м и   3-м примерах.
                                                                    Y

                                                                                                           f(x) = х3  нечетная
         f(x)=x                                                                          
            четная                                   Х
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f(x) = х – 5
  ни четная, ни нечетная









Монотонность функции
 	Функция является монотонной на заданном интервале, если на данном интервале она только возрастает, или только убывает.
Функция f(х) является возрастающей на некотором интервале А, если для любых 2-х чисел х1 и х2 из этого интервала, таких, что х1< х2 выполняется условие f(х1) < f(х2).
Функция f(х) является убывающей на некотором интервале А, если для любых 2-х чисел х1 и х2 из этого интервала, таких, что х1< х2 выполняется условие 
f(х1) > f(х2).f(x )– монотонна на отр.(х1,x2) – убывающая 
х1<x2
y1>y2

f(x) - монотонна на отр.(х1,x2) – возрастающая 
х1<x2
y1<y2



Y
X
y2
y1
x1
x2
Y
X
y2
y1
x1
x2


 
                      







Функции убывающие на интервале       (– ; + )          y= –7x        y= –9x – 3      y= – 6x3  
Функции возрастающие на интервале ( – ; + )         y=2x           y = 4x+40       y = x3
Функции убывающие на интервале       (– ; 0)              y = x2         y = |x|               y = x4
Функции возрастающие на интервале (0; + )              y = x2         y= |x|               y = x4
Доказательство для Y = x2  : возьмем из интервала (– ; 0)   х1 = -3,  х2 = -1 и найдем   у1 = 9, у2 = 1
                                                  х1 < x2             y1 > y2            следовательно функция на данном интервале убывает.
Доказательство для Y = x4   : возьмем из интервала (0; + )   х1 = 2,  х2 =  3 и найдем   у1 = 16, у2 =  81
                                                   х1 > x2             y1 > y2            следовательно функция на данном интервале возрастает.
Y
X
Y
X
Y
X
Y = 5х3
Y=7х + 5
Y = -4х3
    Y= -7х
Y =  -7х+5













	Рис.1
	Рис.2
	Рис.3


Функции на рис.1 и рис.2 – убывающие на ( – ; + ), 
функции на рис.3 – возрастающие на ( – ; + )
Пусть функция f монотонна на конечном отрезке [a;b] и f(а) = с, f(b)= d. Непрерывность функции f означает, что при изменении аргумента от а до b она принимает без пропусков все промежуточные значения от с до d.
Разрывность монотонной функции означает наличие скачков или пропусков среди ее значений.
Чаще всего встречаются «бесконечные» разрывы, аналогичные разрыву в точке Х= 0 у функции 
Y= 1/х.
Функция Y= 1/х монотонна (убывает) на всей числовой оси, кроме точки х= 0.
     Y







Y= 1/х
Х






	
Сложная функция
Пусть даны 2 функции:
Y1 = f1(x)
Y2 = f2(x)
Сложной функцией (или композицией функций Y1 и Y2 )  называется функция,  значения которой вычисляются по правилу
  G(х) =  Y2(Y1 (х))
Пример:
 ех2 + 3х5                     композиция из функций  Y1 = еx           Y2 = х2 + 3х5  
хsin x                          композиция из функций  Y1 = хn           Y2 = sin x                            
tg (x3 – 4x + 57)       композиция из функций  Y1 = tg х         Y2 =  x3 – 4x + 57


Приложение №2
Предел функции
Математический язык символов:  стремится,      любая (любой),        существует,         х0  икс нулевое
 Предел функции при x x0 
	Пусть дана последовательность точек  x1, x2, x3, … xn … которая входит в область определения функции. Обозначим ее как последовательность 1. Значение функции в точках этой последовательности также образуют числовую последовательность f(x1), f(x2), f(x3),… f(xn). Обозначим ее как последовательность 2.
	Определение: число А называется пределом функции f(x) в точке х=х0, если для любой, сходящейся к х0    последовательности   x1, x2, x3, … xn …, состоящей из значений аргумента, отличных от х0, соответствующая последовательность f(x1), f(x2), f(x3),… f(xn),    состоящая из значений функции, сходится к числу А.                       

 Символическая запись предела функции в точке:     
Данная запись читается так: предел функции  f(x)  при х стремящемся к х0 равен А
Если функция имеет область определения на всей числовой оси, то ее предел в точке равен значению функции в этой точке
Пример:

               Предел функции 12х при х стремящемся к 4 равен 48

       Предел функции  7х+24  при х стремящемся к 10 равен 94
1) функция f(x)=С  ( т.е. постоянная, const, например Y = 6, Y = 209) имеет предел в каждой точке х0 числовой прямой.


2) функция f(x)=x  имеет предел в  точке х0 равный х0. В этом случае последовательности 1 и 2 тождественны:


 Левый и правый пределы функции.
Число А называется правым пределом функции f(x) в точке х0 , если для  сходящейся к х0 последовательности x1, x2, x3, … xn … , элементы которой больше х0 , соответствующая последовательность f(x1), f(x2), f(x3),… f(xn)  сходится к А. Символическая запись:



Число А называется левым пределом функции f (x)  в (.) х0, если для  сходящейся к  х0  последовательности 
x1, x2, x3, … xn …  элементы xn  которой меньше  х0 соответствующая последовательность f(x1), f(x2), f(x3),… f(xn) сходится к А. Символическая запись: 


Правый и левый пределы функции называют односторонними пределами.

Теорема 1. Функция f(x) имеет в (.) x0 предел тогда и только тогда, когда в этой точке  как правый, так и левый пределы и они равны.

Предел функции при  х , х -, х +
Число А называется пределом функции f(x) при x  если для  бесконечно большой последовательности x1, x2, x3, … xn … соответствующая последовательность f(x1), f(x2), f(x3),… f(xn) сходится к А. Символическая запись:


Дадим 2-ное определение для + и –.
Число А называется пределом функции f(x) при x +(–) если для  бесконечно большой последовательности значений аргумента у которой положительные (отрицательные) элементы, соответствующая последовательность значений функции сходится к А. Символическая запись:




Теорема 2.  Пусть функции f(x) и  g(x)  имеют в (.) х0 пределы А1 и А2 . Тогда функции f(x)+g(x), f(x)*g(x) и  f(x)/g(x) будут иметь соответственно пределы А1+А2,  А1*А2, А1/А2

Два замечательных предела
1-й замечательный предел:
[image: ]
Примеры:

1) 

2) 




2-й замечательный предел:


Пример:



Бесконечно малые функции.
Определение.  
Функция называется бесконечно малой функцией (или просто бесконечно малой в точке х=х0 (или при х-> х0 ), если




Бесконечно большие функции.
Определение.  








Функция  называется бесконечно большой функцией (или просто бесконечной большой) в точке   (или при ), если для любого  существует  такое, что для всех   , удовлетворяющих неравенству   ,  выполняется неравенство 




В этом случае пишут    и говорят, что функция стремится к бесконечности при   , или что она имеет бесконечный предел в точке .
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