1. Уравнения высших степеней.

Способ подбора целочисленного корня.

Если коэффициенты многочлена – целые числа, то целые корни уравнения следует искать среди делителей свободного члена. Когда целый корень  Х
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 найден, разделим стоящий в левой части многочлена на (Х-Х
[image: image2.wmf]1

). Уравнение примет вид  (Х-Х
[image: image3.wmf]1

)Р
[image: image4.wmf]1

(Х)=0. Приравнивания Р
[image: image5.wmf]1

(Х) к нулю, получаем уравнение более низкой степени. 

Пример1: Х
[image: image6.wmf]4

-4Х
[image: image7.wmf]3

-13Х
[image: image8.wmf]2

+28Х+12=0.

Угадаем хотя бы один корень данного уравнения. «Кандитатами» в целочисленные корни являются числа :
[image: image9.wmf]±

1;
[image: image10.wmf]±

2;
[image: image11.wmf]±

3;
[image: image12.wmf]±

6;
[image: image13.wmf]±

12.

Подстановкой в исходное уравнение находим корень Х=2.

Делим многочлен Х
[image: image14.wmf]4

-4Х
[image: image15.wmf]3

-13Х
[image: image16.wmf]2

+28Х+12 на (Х-2).


[image: image17.wmf] 
[image: image18.wmf] Х
[image: image19.wmf]4

-4Х
[image: image20.wmf]3

-13Х
[image: image21.wmf]2

+28Х+12 Х-2

         Х
[image: image22.wmf]4

-2Х
[image: image23.wmf]3

                            Х
[image: image24.wmf]3

-2Х
[image: image25.wmf]2

-17Х-6

              -2Х
[image: image26.wmf]3

-13Х
[image: image27.wmf]2


              -2Х
[image: image28.wmf]3

+4Х
[image: image29.wmf]2


                       -17Х
[image: image30.wmf]2

+28Х

                       -17Х
[image: image31.wmf]2

+34Х

                                  -6Х+12

                                   -6Х+12

                                          0

Уравнение примет вид: (Х-2)( Х
[image: image32.wmf]3

-2Х
[image: image33.wmf]2

-17Х-6)=0

Решаем уравнение  Х
[image: image34.wmf]3

-2Х
[image: image35.wmf]2

-17Х-6=0

Подбираем корни среди делителей 6:
[image: image36.wmf]1

±

;
[image: image37.wmf]2

±

;
[image: image38.wmf]3

±

; 
[image: image39.wmf]6

±


Убеждаемся, что Х=-3 будет корнем.

Разделим многочлен  Х
[image: image40.wmf]3

-2Х
[image: image41.wmf]2

-17Х-6 на Х+3 воспользовавшись схемой Горнера

Составим таблицу:        1   -2    -17    -6

                                   -3

                                        1    -5    -2      0

Исходное уравнение примет вид (Х-2)(Х+3)(Х
[image: image42.wmf]2

-5Х-2)=0

Квадратное уравнение    Х
[image: image43.wmf]2

-5Х-2=0 имеет корни: Х=
[image: image44.wmf]2
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 Ответ: 2;-3; . 
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33

5

±


Пример2: 4Х
[image: image46.wmf]3

-10Х
[image: image47.wmf]2

+14Х-5=0

Целые корни подобрать не удается.

Умножим уравнение на 2: 8Х
[image: image48.wmf]3

-20Х
[image: image49.wmf]2

+14Х-5=0

Или  (2Х)
[image: image50.wmf]3

-5(2Х)
[image: image51.wmf]2

+14(2Х)-10=0

 Замена 2Х=Y приводит данное уравнение к виду: Y
[image: image52.wmf]3

-5Y
[image: image53.wmf]2

+14Y-10=0

Подбором убеждаемся, что корень Y=1

Делим  Y
[image: image54.wmf]3

-5Y
[image: image55.wmf]2

+14Y-10  на  Y-1

Получим  Y
[image: image56.wmf]3

-5Y
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+14Y-10 = (Y-1)(Y
[image: image58.wmf]2

-4Y+10)

Уравнение  Y
[image: image59.wmf]2

-4Y+10=0  не имеет действительных корней, поэтому единственный корень Y=1 или Х=
[image: image60.wmf]2

1

.

Ответ: 
[image: image61.wmf]2

1

.

Способ группировки.

Пример3:   8Х
[image: image62.wmf]4

+Х
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+64Х+8=0 
   8Х
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+Х
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+64Х+8=(8Х
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+Х
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)+(64Х+8)=Х
[image: image68.wmf]3

(8Х+1)+8(8Х+1)=(8Х+1)(Х
[image: image69.wmf]3

+8)= (8Х+1)(Х+2)(Х
[image: image70.wmf]2

-2Х+4)

Решаем уравнение (8Х+1)(Х+2)(Х
[image: image71.wmf]2

-2Х+4)=0
[image: image72.wmf]Û
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Ответ: -2 ; Х=-
[image: image74.wmf]8

1

.

Способ решения возвратных уравнений.

Уравнения вида  а
[image: image75.wmf]n

х
[image: image76.wmf]n

+а
[image: image77.wmf]1

-

n

х
[image: image78.wmf]1

-

n

+…а
[image: image79.wmf]1

х +а
[image: image80.wmf]0

=0  называется возвратным , если его коэффициенты , стоящие  на симметричных позициях , то есть если : а
[image: image81.wmf]k

n

-

= а
[image: image82.wmf]k

 при  i=0,1,…n.
 Так как  х =0  не является  решением  возвратного уравнения , то можно разделить на х
[image: image83.wmf]n



 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]
Рассмотрим  возвратное уравнение четвертой степени вида : ax
[image: image85.wmf]4

+bx
[image: image86.wmf]3

+cx
[image: image87.wmf]2

+bx+a=0,где  a,b,c –любые числа, а
[image: image88.wmf]¹

0.

Его удобно решать с помощью следующего алгоритма :

-разделить левую и правую части уравнения на х
[image: image89.wmf]2

.При этом не происходит потеря решения , так как х=0  не является корнем исходного уравнения.

-группировкой привести полученное уравнение к виду : a(x
[image: image90.wmf]2

+
[image: image91.wmf]2

1

x

)+b(x+
[image: image92.wmf]x

1

)+c=0 ,ввести новую переменную y=x+
[image: image93.wmf]x

1

 ,тогда  y
[image: image94.wmf]2

=x
[image: image95.wmf]2

+2+
[image: image96.wmf]2

1

x

 ,то есть x
[image: image97.wmf]2

+ x
[image: image98.wmf]2

1

x

 = y
[image: image99.wmf]2

-2 .
В новых переменных рассматриваемое уравнение является квадратным : ay
[image: image100.wmf]2

+by+c-2a=0.

-решить его относительно Y , возвратиться к исходной переменной.

 Пример4 :  x
[image: image101.wmf]4

-5x
[image: image102.wmf]3

+6x
[image: image103.wmf]2

-5x+1=0.
Разделим  обе части на x
[image: image104.wmf]2

 и сгруппируем :(x
[image: image105.wmf]2

+
[image: image106.wmf]2

1

x

)-5(x+
[image: image107.wmf]x

1

)+6=0
Замена : y=x+
[image: image108.wmf]x

1

 ; x
[image: image109.wmf]2

+
[image: image110.wmf]2

1

x

=y
[image: image111.wmf]2

-2  приводит данное уравнение к виду:
(y
[image: image112.wmf]2

-2)-5y+6=0 
[image: image113.wmf]Û

  y
[image: image114.wmf]2

-5y+4=0 
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Возвращаемся к исходной переменной:
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 .
Для возвратных уравнений более высоких степеней верны следующие утверждения:

-возвратное уравнение четной степени сводится к уравнению вдвое меньшей степени подстановкой: 

x+
[image: image117.wmf]x

1

=y.

-возвратное уравнение нечетной степени обязательно имеет корень x=-1 и после деления многочлена, стоящего в левой части  этого уравнения , на двучлен x+1 , приводится к возвратному уравнению четной степени .

Однородные уравнения.

X=0 не является корнем таких уравнений , поэтому при делении на x
[image: image118.wmf]n

 не происходит потеря корней.

Пример5: x
[image: image119.wmf]4

-3x
[image: image120.wmf]3

-8x
[image: image121.wmf]2

+12x+16=0

X=0 –не корень .Делим на x
[image: image122.wmf]2

  

x
[image: image123.wmf]2

-3x-8+
[image: image124.wmf]x
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+
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16

x

=0 
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  x
[image: image127.wmf]2

+
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16

x

-3(x-
[image: image129.wmf]x

4

)-8=0  

Замена : x-
[image: image130.wmf]x

4

=y  ;  x
[image: image131.wmf]2

+
[image: image132.wmf]2

16

x

=y
[image: image133.wmf]2

+8 приводит данное уравнение к ввиду:
y
[image: image134.wmf]2

+8-3y-8=0 
[image: image135.wmf]Û

 y(y-3)=0 
[image: image136.wmf]Û
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Ответ : -2; 2; -1; 4.

Пример6 : (x
[image: image139.wmf]2

-x+1)
[image: image140.wmf]4

-6x
[image: image141.wmf]2

(x
[image: image142.wmf]2

-x+1)
[image: image143.wmf]2

+5x
[image: image144.wmf]4

=0
Разделим на  x
[image: image145.wmf]0
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Замена: 
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[image: image149.wmf]f

0) приводит уравнение к виду: 

y
[image: image150.wmf]2

-6y+5=0 
[image: image151.wmf]Û
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Ответ :1; 
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Пример 7 :  (x
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+x+1)
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(3x
[image: image158.wmf]2

+x+1)

Представим уравнение в виде :  (x
[image: image159.wmf]2

+x+1)
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=x
[image: image161.wmf]2

(2x
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+x
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+x+1)  или :  (x
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+x+1)
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=2x
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Разделим на  x
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 Замена : 
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=y  приводит данное уравнение к виду:  y
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[image: image174.wmf]ê

ë

é

=

=

Û

 

2.

y

  

 

-1

y

 

[image: image175.wmf].
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Ответ : 
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Пример 8 :  
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Разделим числитель и знаменатель дроби на x
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 Замену  x+
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Вернемся  к исходной переменной : 
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Способ введения новой переменной.

Пример 9 :(x
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y
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Вернемся к исходной переменной : x
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Пример 10 :    
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Пример 11:   (x
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-6x=y приводит данное уравнение к виду:  y
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Ответ : 3; 3
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Пример 12 :  (2x
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Перепишем уравнение в виде :  (2x
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Замена : 2x
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+3x-1 =y приводит данное уравнение к виду: y
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Пример 13 :  (x+1)(x+2)(x+3)(x+4)=3

Сгруппируем следующим образом:  ((x+1)(x+4))((x+2)(x+3))=3
Раскроем внутренние скобки:  (x
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Замена: x
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+5x+4=y  приводит данное уравнение  к виду: y(y+2)=3 
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Пример 14 :   2(6x+5)
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Перепишем уравнение в виде:  (6x+5)
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Умножим уравнение на 6 :  (6x+5)
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Замена  6x+5=y приводит данное уравнение к виду: y
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В первом случае действительных корней нет, для второго случая найдем значения x
6x+5=
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Пример 15 :   (2x
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Вынесем из каждой скобки множитель x :  x(2x-3+
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Подстановкой убеждаемся что x=0 не является корнем уравнения, поэтому разделим обе части уравнения на x
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Вернемся к исходной переменной :


[image: image286.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

±

=

±

-

=

Û

ê

ê

ë

é

=

+

+

=

+

-

Û

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

=

-

+

=

-

+

2

2

2

2

7

3

0

1

6

2

0

1

4

2

9

3

1

2

1

3

1

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
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Пример 16:  (x+1)
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Введем новую переменную следующим способом:  x=y-
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Пример 18 :  
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Избавимся от x в числителях дробей:  
[image: image319.wmf]1

2

1

-

+

-

x

x

+
[image: image320.wmf]2

4

2

+

-

+

x

x

+
[image: image321.wmf]3

6

3

+

-

+

x

x

+
[image: image322.wmf]4

8

4

-

+

-

x

x

=4 

1+
[image: image323.wmf]1

2

-

x

+1-
[image: image324.wmf]2

4

+

x

+1-
[image: image325.wmf]3

6

+

x

+1+
[image: image326.wmf]4

8

-

x

=4 
[image: image327.wmf]Û

  
[image: image328.wmf]1

1

-

x

-
[image: image329.wmf]2

2

+

x

-
[image: image330.wmf]3

3

+

x

+
[image: image331.wmf]4

4

-

x

=0
[image: image332.wmf]Û



[image: image333.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf])

4

)(

1

(

8

5

-

-

-

x

x

x

-
[image: image335.wmf])

3

)(

2

(

12

5

+

+

+

x

x

x

=0 
[image: image336.wmf]Û


[image: image337.wmf])

3

)(

2

)(

4

)(

1

(

16

5

5

2

+

+

-

-

-

+

x

x

x

x

x

x

=0
[image: image338.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

+

-

=

-

-

=

Û

10

345

5

10

345

5

x

x

 
  Ответ : 
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Рациональные неравенства.

Рассмотрим многочлен :P
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Где  x
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, а знаки остальных выражений сохраняются. Затем исследуется изменение знака в точке x
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знак выражения не меняется.

Пример 1 :  Решить неравенство  (2x+1)(2-x)(x-1)
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Знак неравенства изменился , так как было умножение на отрицательное число.

Теперь применим метод интервалов. Отметим точки на числовой оси , в которых многочлен обращается в ноль. После этого расставим знаки на каждом промежутке.
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При  x>3  P(x)>0. В точке x=3 P(x) –меняет знак с плюса на минус , так как меняет знак (x-3)
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В точке x=2 опять происходит смена знака  с  -  на  + . В точке x=1 смены знака не будет , так как степень у сомножителя (x-1)
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Ответ :  
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Обычно на экзаменах встречаются неравенства вида : 
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 , которые приводятся к описанному выше виду следующим образом. Исходное неравенство равносильно неравенству:
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Пример 2 :  Решите неравенство:  
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Решение :   
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 Ответ:  
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Обратить внимание :  недопустимо просто домножать неравенство на знаменатели , так как при умножении неравенства на функцию f(x) , знак неравенства может измениться на противоположный 

(при f(x)<0) , то есть 
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Поэтому при решении неравенств такого вида лучше все перенести в левую часть и там уже привести к общему знаменателю без домножения обеих частей на общий знаменатель. 

Тренировочные задания по теме «Уравнения высших степеней» 
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2.Уравнения и неравенства с модулем.
1.Уравнения вида : 
[image: image442.wmf](
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Уравнения с модулем – частый гость на ЕГЭ , ЦТ

Определение :  
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Можно дать и другое определение –равносильное . Модуль а равен наибольшему из чисел а и –а , то есть 
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Рассмотрим основные типы уравнений с модулем.


[image: image445.wmf](

)

a

x

f

=

 ,
[image: image446.wmf]0

³

a

   
[image: image447.wmf](

)

(

)

ê

ë

é

-

=

=

Û

a

x

f

a

x

f

,


Пример 1 :  
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Решение :  
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Ответ :  -
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Пример 2 :  
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Решение :  
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Ответ :  -1 ; 3 ; 1
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2. Уравнения вида : 
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Способ 1 : 
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   Способ 2 :  
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Пример 3 :  
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Решим его первым способом :  
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Условию 
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Ответ :  -2 ; -2
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Пример 4 :   
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Его удобнее решить вторым способом , так как подмодульное выражение проще правой части.
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Ответ :  
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3. Уравнения вида :  
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Такие уравнения решают вторым методом :  
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Пример 5 :  
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Условию 
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 удовлетворяет 
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Уравнение  
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Ответ : 2

4. Уравнения с несколькими модулями.
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«Технология» решения такова : 

1 По свойству 
[image: image487.wmf]y
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 приведем заданное уравнение к виду когда 
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2 Расставим на оси х корни 
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 подмодульных выражений ( там где происходит смена их знаков) 

3  На образовавшихся  n+1 промежутках расставим соответсвующие знаки подмодульных выражений.

4  Решим n+1 уравнение , проверяя получившиеся корни на вхождение в рассматриваемый промежуток.

Пример 6 :  
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Решение :  
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Расставим знаки подмодульных выражений на интервалах       -  -       -1    -  +            3   + +            х 
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Решение :  Корни подмодульных выражений : 
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5. Уравнения вида : 
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Пример 8 :  
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6. Введение новой переменной :

Пример 9 :  
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7. Модуль в модуле.

При решении уравнения , в котором под знаком модуля находится выражение , также содержащее модуль , следует сначала освободиться от внутренних модулей , а затем в полученных уравнениях раскрыть оставшиеся модули.
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8. Неравенства вида : 
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9. Неравенства вида :  
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10. Неравенства вида 
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Пример 16 :  
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11. Неравенства вида : 
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Пример 18 :  
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12. Неравенства с несколькими модулями.

Решение неравенств с несколькими модулями строится аналогично решению подобных уравнений.

То есть весь порядок решения сохраняется , лишь на заключительном этапе после освобождения от модулей решаем не уравнения , а неравества.

Пример 19 :  
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Корни подмодульных выражений :  
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Далее решение строим последовательно на интервалах , двигаясь слева направо по числовой оси.
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На промежутке 
[image: image618.wmf][
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 мы получили верное числовое неравенство. Это означает , что для любого х из данного промежутка неравенство верно.

После объединения полученных множеств : -2<x<5
Ответ : (-2;5).
Пример 20 : 
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 Корни подмодульных выражений : 
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Ответ : 
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13. Введение новой переменной.

Пример 21 :  
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   Решение :-1<y<3 С учетом ограниченности y  :  0
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Вернемся к переменной х :  0
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Ответ : 
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14.Модуль в модуле.

Пример 22 :  
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x

-

<

-

1

1



[image: image635.wmf]x

x

-

<

-

1

1

 
[image: image636.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

<

-

<

-

-

î

í

ì

³

-

<

-

Û

;

0

,

1

1

0

,

1

1

x

x

x

x

x

x

  
[image: image637.wmf](

)

(

)

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ï

î

ï

í

ì

-

-

>

+

-

<

+

<

ï

î

ï

í

ì

-

-

>

-

-

<

-

³

Û

;

1

1

,

1

1

,

0

;

1

1

,

1

1

,

0

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

   
[image: image638.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

-

>

<

ï

î

ï

í

ì

-

>

-

<

³

Û

.

1

1

,

0

;

1

1

,

1

,

0

x

x

x

 

Выражение  -1>-1 –ложь , поэтому первая система решения не имеет. Решение -
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Ответ : 
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Тренировочная работа по теме « Уравнения и неравенства с модулем»
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3. Системы уравнений.

1.Способ подстановки.

Если хотя бы одно из уравнений системы позволяет выразить одну переменную через другую , то применяют способ подстановки.

Пример 1 :   
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Ответ :  
[image: image645.wmf](
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2.Способ преобразования.

Пример 2 :  
[image: image646.wmf](
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Преобразуем второе уравнение :  
[image: image647.wmf](
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Разложим правую часть (квадратный трехчлен) :  
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Соберем все в левой части и вынесем множитель 
[image: image649.wmf](
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Ответ : 
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3. Способ алгебраического сложения.

Пример 3 :  
[image: image654.wmf]ï
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Наличие квадратов обеих переменных , а также их удвоенного произведения позволяет выделить полный квадрат . Сложим уравнения системы : 
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 EMBED Equation.3  [image: image656.wmf]î
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Подстановкой во второе уравнение убеждаемся , что 
[image: image657.wmf](
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 - решение системы.

Ответ : 
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Пример 4 :  
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Если умножить первое уравнение на 2 , а затем вычесть одно уравнение из другого , то мы избавимся от квадратов переменных.
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  Вычтем из второго уравнения первое :  
[image: image661.wmf]1

0

1

+

=

Û

=

+

-

x

y

y

x


Подставим в первое уравнение  
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Ответ : 
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Пример 5 :  
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Если домножить второе уравнение на 3 и сложить с первым , то можно будет выделить куб суммы.
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Ответ :  
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4. Способ умножения и деления.

Пример 6 :  
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)

(

)

î

í

ì

=

-

=

+

;

30

,

120

xy

y

x

xy

y

x


Разделим первое уравнение на второе.
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Решая второе уравнение , получим значение 
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Ответ : 
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Пример 7 :  
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 EMBED Equation.3  [image: image674.wmf](
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 Разделим первое уравнение на второе : 
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. Сделаем замену : 
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Ответ :  
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Пример 8 :  
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Сделаем следующую замену : 
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 Разделим первое уравнение на второе : 
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Ответ : 
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6. Способ введения новой переменной.

Обычно замена : 
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Пример 9 :  
[image: image691.wmf](

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

=

+

+

;

20

,

9

y

x

y

x

y

x

y

x


Замена : 
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Ответ : 
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Пример 10 :  
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Ответ :  
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Пример 11 : 
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 Замена : 
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Делим второе уравнение на первое:
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Ответ : 
[image: image710.wmf](
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Симметрические системы.

Это системы , которые не меняются при замене X на Y  и Y на X. Для таких систем удобна замена : 
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 Полезны следующие представления :  
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Пример 12 :  
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 Замена : 
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Ответ :  
[image: image722.wmf](
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7. Применение однородных уравнений при решении систем уравнений.

Пример 13 :  
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Первое уравнение однородно : 
[image: image724.wmf]0
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Ответ :  
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Пример 14 :  
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Замена : 
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 Делим первое уравнение на второе 
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 Система решений не имеет.

Ответ :  
[image: image738.wmf](
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8. Системы трех уравнений с тремя неизвестными.

Линейные системы .

Пример 15 :  
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Сложим все три уравнения :  
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Вычтем из полученного уравнения  1-ое уравнение :  
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Вычтем из полученного уравнения  2-ое уравнение :  
[image: image742.wmf](

)

(

)

6

5

1

=

Û

-

-

=

+

-

+

+

y

x

z

z

y

x


Вычтем из полученного уравнения  3-е уравнение :    
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)

3

4

1

-

=

Û

-

=

+

-

+

+

z

y

x

z

y

x


Ответ : 
[image: image744.wmf](
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Нелинейные системы.

Пример 16 :  
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Выразим из первого уравнения Y через Z , из второго  X через Z и поставим в третье уравнение.
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 Ответ : 
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Пример 17 : 
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Раскроем скобки. Сложим все три уравнения, Поочередно вычтем 1-ое , 2-ое , 3-е уравнения.
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 Выразим : из 1-го Y через X , из 2-го Z через X и подставим в  3-е уравнение.
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 Ответ : 
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Пример 19 :  
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Прибавим к обеим частям каждого уравнения по единице – это позволит разложить левые части на множители.
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Ответ :  
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Пример 20 :  (по формулам Крамера)
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Ответ : 
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Тренировочные задания по теме « Системы уравнений».
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4. Иррациональные уравнения и неравенства.

Уравнения и неравенства , в которых неизвестное входит в рациональные функции , стоящие под знаком радикала , называются  иррациональными .

При преобразовании иррациональных выражений нужно помнить , что   
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При решении иррациональных уравнений нужно в первую очередь избавиться от радикалов и перейти к обычным алгебраическим уравнениям . Для этой цели существует несколько способов .

Обычно иррациональные уравнения решают способом исключения радикалов путем возведения в степень . При этом способе решения применяются неэквивалентные преобразования , расширяющие 

Область допустимых значений и ведущие к появлению посторонних корней . Поэтому в ходе решения необходимо внимательно следить за равносильностью преобразований , или в конце решения делать проверку путем подстановки полученных корней в исходное уравнение .

1.Уравнения вида : 
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Пример 1 :  
[image: image769.wmf]1
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Обе части уравнения равносильны , возведем в квадрат.
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Ответ :  -2

Пример 2 : 
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Нарушена равносильность : левая и правая части разных знаков.

Ответ : решения нет

Пример 3 :  
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 EMBED Equation.3  [image: image774.wmf](
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Ответ : 3

Пример 4 :  
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Ответ : 1

2. Уравнения вида : 
[image: image778.wmf](

)

(

)

x

x

f

j

=



[image: image779.wmf](

)

(

)

x

x

f

j

=
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Пример 5 :  
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Ответ : -4

Пример 6 :  
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Найдем О.Д.З. : 
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Нет общих решений.

Ответ : нет решений.

3. Уравнения вида : 
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Пример 7 :  
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Ответ : -4; 3

Пример 8 :  
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Перенесем 
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Ответ :  0; 5.

4. Уравнения вида : 
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Пример 9 :  
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Ответ :  2

5. Уравнения вида : 
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Пример 10 :  
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Ответ : 
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Найдем О.Д.З. : 
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Подстановкой убеждаемся , что Х=2 –корень .

Ответ : 2

Пример 12 :  
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Разложим квадратные трехчлены , стоящие под знаками радикалов на множители
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Ответ : -1; 5.

6. Способ введения новой переменной.

Пример 13 :  
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Пусть  
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Ответ : -5; 2.

Пример 14 : 
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О.Д.З.: 
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Пусть 
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Ответ :  5 

7. Уравнения вида :  
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Удобно решать путем введения вспомогательных неизвестных и последующего перехода к рациональной системе.

Пример 15 :  
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Решение :  Положим 
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Подставляя во второе уравнение 
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Откуда : 
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Ответ : 3

Пример 16 : 
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Решение : Введем новые переменные :
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Ответ : -15; 13
Пример 17 :  
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Решение : Пусть 
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Эта система распадается на две системы : 
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Ответ : 5 ; 6 ; 7.

8. Умножение на сопряженное выражение.

Пример 18 :  
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О.Д.З.: 
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Ответ : 
[image: image856.wmf].
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Пример 19 : 
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О.Д.З.: 
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Сделаем проверку : 
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 корнем не является.

Ответ : 2

Пример 20 : 
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О.Д.З. 
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 С учетом О.Д.З.

Ответ : 16.

9. Применение однородных уравнений :

Пример 21 : 
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[image: image867.wmf]0
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 не является корнем уравнения . Делим на 
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О.Д.З. : 
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Ответ : 
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Пример 22 :  
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 не является корнем , делим на 
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 Замена : 
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 приводит данное уравнение к виду:  
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Ответ : 
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10. Приведение к квадрату двучлена под знаком радикала.

Пример 23 : 
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Замена : 
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 , тогда решим уравнение : 
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Ответ : 
[image: image889.wmf][
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11.Использование свойств ,  входящих под знак радикала функций

Среди иррациональных уравнений встречаются такие уравнения , которые не решаются указанными выше способами. При их решении нужно использовать свойства входящих в них функций : монотонность , ограниченность и другие.

Пример 24 : 
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Решение :  рассмотрим  функцию 
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 Эта функция монотонно возрастает  на всей области определения и является нечетной , так как  
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.Исходное уравнение можно записать в виде : 
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В силу монотонности последнее равенство возможно , только если 
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Ответ : 
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12. Иррациональные неравенства вида : 
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Пример 25 : 
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Ответ : 
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13. Иррациональные неравенства вида : 
[image: image905.wmf](

)

(

)

x

x

f

j

³



[image: image906.wmf](

)

(

)

x

x

f

j

³

 
[image: image907.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

³

<

î

í

ì

³

³

Û

.

0

,

0

;

,

0

2

x

f

x

x

x

f

x

j

j

j

      
[image: image908.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

³

<

î

í

ì

>

³

Û

>

.

0

,

0

,

,

0

2

x

f

x

x

x

f

x

x

x

f

j

j

j

j


Пример 26 : 
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Ответ : 
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14. Неравенства вида : 
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Пример 27 : 
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Ответ : 
[image: image917.wmf][
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15. Другие виды иррациональных неравенств.

Пример 28 : 
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Решим сначала уравнение : 
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ï

î

ï

ï

í

ì

ê

ë

é

-

=

=

ê

ë

é

³

-

£

Û

ï

î

ï

í

ì

ê

ë

é

=

-

-

=

-

³

-

-

;

1

2

2

1

;

0

2

,

0

1

,

0

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Решим неравенство : 
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Ответ : 
[image: image923.wmf](
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Пример 29 : 
[image: image924.wmf]2

4

5

2

-

>

-

+

x

x

x


О.Д.З. : 
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  Умножим обе части неравенства на положительное выражение :
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Ответ : 
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Тренировочные задания по теме «Иррациональные уравнения и неравенства»                                   
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Применение свойств функций к решению уравнений.
   Всё чаще на экзаменах предлагаются задачи, решаемые с использованием свойств функций.

     Для использования этого метода необходимо рассмотреть функциональный подход к понятию уравнения.     Равенство f(x) = g(x) называется уравнением относительно х, если ставится задача нахождения тех значений переменной х, при которых значения функции f равны соответствующим значениям функции g.

     В общем случае задача “Найти корни уравнения” включает в себя решение двух других задач

     - имеет ли уравнение корни

     - сколько корней имеет уравнение.

  Можно выделить следующие методы решения уравнений и неравенств, основанных на применении свойств функций  

            1. Сравнение областей определения

            2. Сравнение областей значений.

            3. Применение четности.

            4. Симметричность функций

            5. Применение монотонности

Подсказкой к применению свойств функций к решению уравнений может быть громоздкий вид уравнения.

I. Метод сравнения областей определения.
     Уравнение f(x) = g(x); D = D(f)
[image: image930.wmf]Ç

D(g); Х – множество решений уравнения.

1. Если область определения уравнения пустое множество, то уравнение не имеет корней. (D = Ǿ => X=Ǿ)

1) 
[image: image931.wmf]6
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     Найдем область определения
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ï

î

ï

ï

í

ì

£

³

£

£

Û

ï

î

ï

í

ì

³

-

³

-

³

-

-

3

1

3

2

0

3

1

0

0

6

5

2

x

x

x

x

x

x

x

p

p


     корней нет.

2. Если область определения уравнения является конечным множеством, то подставляем полученные числа в уравнение и проверяем истинность полученных равенств.

2) 
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Ответ: 
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      II. Метод сравнения областей значений.
1. Если задано уравнение f(x) = g(x), и множества значений функций f(x) и 

    g(x) не имеют общих элементов, то уравнение не имеет корней.

1)  log5(x2 + 2x + 7) = - x2 + 4x – 5 

       log5(x2 + 2x + 7) = log5((x + 1)2 + 6) 
[image: image941.wmf]³

 log5 6 > 1

       - x2 + 4x – 5 = - (x – 2)2 – 1 
[image: image942.wmf]£

 - 1

      Исходное равенство невозможно

Ответ: корней нет.

2. Оценка каждой из частей уравнения часто позволяет значительно 

     упростить решение

2)|x - 2| + |x - 3| + |2x - 5| = x – 4

Левая часть принимает лишь неотрицательные значения, значит, и правая часть должна быть неотрицательной.

     x 
[image: image943.wmf]³

 4   При х 
[image: image944.wmf]³

 4 подмодульные выражения положительны

     x – 2 + x – 3 + 2x – 5 = x – 4

     3x = 6

     x = 2               2 не удовлетворяет неравенству х 
[image: image945.wmf]³

 4

           Корней нет.
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С учётом ОДЗ 

Ответ: нет решений

III. Применение монотонности.

   1.  Если функции f(x) и g(x) являются монотонными разного смысла, то уравнение f(x) = g(x) на J может иметь не более одного решения.

То же самое выполняется, если g(x) = const.

Перед тем как решать уравнение, полезно разобрать такие свойства:

1) ↑ + ↑ = ↑            2) ↑(↓) = ↓                3) ↑(↑) = ↑

4) с · ↑ = ↑    с > 0

    с · ↑ = ↓    с < 0

1). Решить уравнение
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 + 2
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 = 4 + 
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f(x) = 
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 + 2
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x

 - возрастает (как сумма возрастающих на [1; 3] функций)

g(x) = 4 + 
[image: image963.wmf]x

-

3

 убывает на [1; 3]. Уравнение имеет не более одного корня

Испытываем целые значения из [1; 3]

   Ответ:2  

   2. Симметричность функций     

     Если f(x) – монотонная, то f(h(x)) = f(g(x)) <=> h(x) = g(x)

      1)  
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h(x) = 2x
f(x) – возрастающая, как сумма возрастающих .    g(x) = h(x) 
              x2 – 3x + 1 = 2x;    x2 – 5x + 1 = 0 ;     x = 
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IV.  Применение четности.

     Множество решений уравнения f(х) = 0, где f(х) – четная или нечетная функция содержит противоположные числа.

     Т. е. чтобы решить такое уравнение, нужно найти положительные корни, после чего записать отрицательные или наоборот.

     Причем для нечетной функции 0 будет корнем, если он входит в область определения, а для четной функции значение 0 проверяется подстановкой.

1)  Решить уравнение

        (2x + 1)
[image: image972.wmf]2

2

7

)

1

2

(

7

x

x

x

+

+

+

+

 = 0

     Заметим, что слагаемые “построены” одинаково

       Введем функцию f(y) = y
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       Уравнение имеет вид f(2x + 1) + f(x) = 0

          f(y) – нечетная функция    f(-y) = -f(y)

          f(2x + 1) = -f(x) = f(-x)

          f(y) монотонная         f′(y) = 
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2)  ||x| - 1| - |3 - |x|| = 2
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