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Введение.

           Данное пособие адресовано  в первую очередь тем, кто желает успешно подготовиться к единому государственному экзамену по математике.  
           В спецификации  контрольных измерительных материалов  для проведения единого государственного экзамена по математике в 2012 году проверке умения  выполнять  действия с геометрическими фигурами, координатами и векторами  отводилось  6 заданий  из 20, максимальный первичный балл составлял  9  из 32, а процент максимального первичного балла за задания данного вида учебной деятельности  был равен  28, 1%. Все это говорит о значимости прочного освоения данного умения.
           Цель нашего пособия -  рассмотреть примеры решения некоторых стереометрических задач, предлагаемых на ЕГЭ, которые позволят  лучше понять и запомнить  векторный и координатный способы решения геометрических задач.
           Данное пособие включает в себя перечень основных формул  на применение координат и векторов  при вычислении расстояний, углов, площадей и объёмов в стереометрических задачах. Затем приводятся примеры решения задач различного уровня сложности и упражнения для самостоятельного решения (с ответами). Задания взяты из различных сборников и из разрешенных для публикации (открытых) вариантов ЕГЭ. 
Рекомендации по работе с пособием:
1. Внимательно ознакомьтесь со справочным материалом, при необходимости повторите теоретический материал по школьному учебнику или по другим источникам  (см. список литературы). Применение основных формул сопровождается иллюстрирующими задачами.
2. Прочитав задачу, попытайтесь решить её самостоятельно, не заглядывая в решение, предложенное в пособии. Не исключено, что Ваше решение может оказаться более рациональным или оригинальным.

3.  Если же задачу не удаётся  решить самостоятельно, посмотрите начало решения, указанное в пособии. Возможно, Вам достаточно будет какой-то начальной идеи, чтобы завершить решение самостоятельно. 

4. Если всё-таки задачу  решить не можете, ознакомьтесь с полным   решением, предложенным в пособии. После этого обязательно перерешайте  разобранную задачу от начала до конца самостоятельно.
5. В некоторых задачах предложены несколько способов решения. Разберите каждый!  После этого переходите к упражнениям для самостоятельной работы. 
      Пособие будет полезно не только учащимся старших классов, но и учителям математики. Проанализировав решения, учитель математики сможет более эффективно построить систему учебных занятий. С другой стороны, он будет иметь реальную возможность отбора задач для осуществления контроля за освоением конкретным учеником данной темы.
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	Расстояние между параллельными плоскостями
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	Угол между двумя прямыми 
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	Угол между прямой и плоскостью
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- нормальные векторы этих плоскостей, 
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- векторы, исходящие из одной точки (измерения)

	Объем тетраэдра
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Образцы решения задач
1. Уравнение  плоскости

1) Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 
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Решение: По формуле уравнение плоскости имеет вид: 
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2) Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку 
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Решение:  Плоскость, параллельная прямым 
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3) Напишите уравнение плоскости 
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[image: image94.wmf]1

2

3

1

2

:

-

=

+

=

z

y

x

l


Решение: Точка 
[image: image95.wmf](
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[image: image96.wmf]l

 лежит в плоскости 
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. Следовательно, плоскость 
[image: image98.wmf]a

 проходит через точки 
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и 
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 и параллельна вектору 
[image: image101.wmf](
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. Уравнение плоскости имеет вид: 
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2. Вычисление расстояний.
1) Найти расстояние от точки 
[image: image104.wmf](
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Решение: Пусть 
[image: image106.wmf](
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Вектор 
[image: image109.wmf](
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перпендикулярен направляющему вектору 
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Отсюда 
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[image: image114.wmf](
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2) Ребро куба равно 1. Найти расстояние между скрещивающимися диагоналями двух соседних граней куба.

Решение:

1 способ  

Воспользуемся следующим утверждением: Расстояние между скрещивающимися прямыми, содержащими отрезки АВ и CD соответственно, можно вычислить по формуле: 
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- угол между прямыми АВ и CD, 
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- объем тетраэдра ABCD.
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Воспользуемся формулой: 
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2 способ
Введем ПСК: D - начало координат, оси: DA, DC, DD
[image: image124.wmf]1

 соответственно Ох, Оу, Oz.  Так как 
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Воспользуемся формулой: 
[image: image127.wmf]2
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Координаты точек: D(0,0,0), B(1,1,0), A
[image: image128.wmf]1

(1,0,1).

Уравнение плоскости (DBA
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Общий вид уравнения плоскости: 
[image: image131.wmf]0
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. Точки D(0,0,0), B(1,1,0), A
[image: image132.wmf]1

(1,0,1) принадлежат плоскости, поэтому удовлетворяют уравнению плоскости. Получим систему уравнений: 
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Уравнение плоскости 
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C(0,1,0), 
[image: image136.wmf](
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3 способ
Воспользуемся формулой: 
[image: image137.wmf](

)

2

2

2

1

2

1

2

1

2

,

y

x

y

x

z

x

z

x

z

y

z

y

z

y

x

z

y

x

b

b

a

a

b

b

a

a

b

b

a

a

b

b

b

a

a

a

z

z

y

y

x

x

BD

АС

+

+

-

-

-

=

r


В(1,1,0), С(0,1,0)  
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4 способ
Пусть КР- общий перпендикуляр прямых А
[image: image142.wmf]1
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Найдем координаты точек Р и К. 

Из того, что 
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[image: image149.wmf]÷
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3) Напишите уравнение общего перпендикуляра к двум прямым: 
[image: image151.wmf]3

1

2

2

1

2

:

-

+

=

-

=

-

z

y

x

l

 и 
[image: image152.wmf]1

4

2

2

2

:

-

=

-

-

=

-

z

y

x

L


Решение: Пусть 
[image: image153.wmf](
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[image: image154.wmf](
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- точки пересечения этих прямых с искомым перпендикуляром.
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[image: image156.wmf](
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Отсюда 
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Следовательно, 
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Уравнение перпендикуляра: 
[image: image160.wmf]1
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Расстояние между скрещивающимися прямыми: 
[image: image161.wmf](
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4) Даны вершины тетраэдра А(0;0;2), В(3;0;5), С(1;1;0), D(4;1;2). Найдите его объем и длину высоты, опущенной из вершины D.

Решение: 
[image: image162.wmf][

]

C

A

B

A

D

A

C

A

B

A

h

D

A

C

A

B

A

V

ABCD

r

r

r

r

r

r

r

r

,

)

,

,

(

,

)

,

,

(

6

1

=

=


Так как 
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[image: image166.wmf](
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[image: image169.wmf]11
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3. Вычисление углов.

1) Нахождение угла между прямыми

В правильной треугольной призме 
[image: image170.wmf]1
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 сторона основания 2, боковое ребро равно 5. Точки D и E – середины ребер 
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 соответственно. Найти угол между прямыми AD и BE.

Решение: 
[image: image172.emf]x
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1) ПСК: О- начало координат (середина АВ), оси направлены по прямым: ОА, ОС, ОD:  ОС
[image: image173.wmf]^

ОА (медиана-высота), OD
[image: image174.wmf]^

ОА и OD
[image: image175.wmf]^

ОС, так как OD
[image: image176.wmf]^
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2) 
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Е- середина 
[image: image179.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image180.wmf](
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[image: image181.wmf](
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3) 
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[image: image183.wmf]52
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2) Нахождение угла между прямой и плоскостью
В правильной шестиугольной призме 
[image: image184.wmf]1
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 сторона основания равна 3, высота призмы равна 2. Найти угол между прямой 
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Решение:
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1) ПСК: В- начало координат; оси: BF, BC, BB
[image: image188.wmf]1

: BF
[image: image189.wmf]^

BC( свойство правильного шестиугольника), BB
[image: image190.wmf]1
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BF и BB
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 EMBED Equation.3  [image: image193.wmf]^

BC, так как BB
[image: image194.wmf]1



 EMBED Equation.3  [image: image195.wmf]^

(ABC)
2) B(0;0;0), C(0;3;0), B
[image: image196.wmf]1

(0;0;2), C
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К- середина BF, следовательно АК- медиана, биссектриса, высота в треугольнике FAB.
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3)  Найдем координаты вектора, перпендикулярного плоскости 
[image: image203.wmf](
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Если 
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4) 
[image: image209.wmf](
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3) Нахождение угла между плоскостями
В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image211.wmf]1
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 точки Е и F – середины ребер 
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 и 
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 соответственно, АВ=6, AD=4, АА
[image: image214.wmf]1

=5. Найти угол между плоскостями (СEF) и (BDD
[image: image215.wmf]1
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Решение:
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1) ПСК: D-начало координат, оси: DA, DC, DD
[image: image217.wmf]1

: DA
[image: image218.wmf]^

DC (ABCD- прямоугольник), DD
[image: image219.wmf]1



 EMBED Equation.3  [image: image220.wmf]^

DA, DD
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 EMBED Equation.3  [image: image222.wmf]^

DC, так как DD
[image: image223.wmf]1



 EMBED Equation.3  [image: image224.wmf]^

(АВС)
2) D(0;0;0), C(0;6;0), D
[image: image225.wmf]1

(0;0;5), F(0;3;5), E(2;6;5), B(4;6;0)
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3) а) 
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[image: image229.wmf](

)

0

;

2

;

3

-

n

r


 Координаты вектора 
[image: image230.wmf]n
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найдем, составив уравнение плоскости (BDD
[image: image231.wmf]1

)

Используем координаты точек D(0;0;0), B(4;6;0), D
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б) 
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[image: image236.wmf](
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Координаты вектора 
[image: image237.wmf]n
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найдем, составив уравнение плоскости (ECF)
Используем координаты точек: C(0;6;0), E(2;6;5), F(0;3;5)
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4) 
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Упражнения:
Расстояние от точки до прямой

1) Точки Р и Q — середины соответственно ребер  
[image: image242.wmf]1
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В

А

и ВС куба 
[image: image243.wmf]1
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. Считая ребро куба равным 
[image: image244.wmf]а

, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек:
a) до 
[image: image245.wmf]1

C

; б) до
[image: image246.wmf]1

D

  в) до D.            Ответ: а) 
[image: image247.wmf]4
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а

; б) 
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а

; в) 
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2) В правильной призме
[image: image250.wmf]1
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 на ребрах 
[image: image251.wmf]1

СС

и AD взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Считая АВ = а, 
[image: image252.wmf]1

АА

=3a, найдите расстояния от точки  
[image: image253.wmf]1

D

 до следующих прямых: a)до 
[image: image254.wmf]P

A

1

; б)до 
[image: image255.wmf]P

B

1

; в)до PQ. Ответ: а) 
[image: image256.wmf]17

221

а

; б) 
[image: image257.wmf]13
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; в) 
[image: image258.wmf]14
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3) В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image259.wmf]1
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 с отно​шением ребер AB:AD:
[image: image260.wmf]1

АА

 =1:2:1 на ребре
[image: image261.wmf]1

СС

 взята точка P — середина этого ребра. Считая АВ = а, найдите следующие рас​стояния: а) от точки  
[image: image262.wmf]1

А

до прямой DP; б) от точки P до прямой
[image: image263.wmf]D

A

1

; в) от точки D до линии пересечения плоскостей 
[image: image264.wmf]DP
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и
[image: image265.wmf]1
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.  Ответ: а)
[image: image266.wmf]5
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 ; б) 
[image: image267.wmf]5
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; в) 
[image: image268.wmf]3
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4) В прямоугольном параллелепипеде
[image: image269.wmf]1
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 отно​шение ребер
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. На ребрах AD и
[image: image271.wmf]1
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 взяты соответственно точки Р и Q, такие, что AP:AD = 1:3, CQ: 
[image: image272.wmf]1

СС

 = 1:2. Считая 
[image: image273.wmf]1

AA

= а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: 
a) D; б) 
[image: image274.wmf]1

A

 . Ответ: а) 
[image: image275.wmf]33
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а

; б) 
[image: image276.wmf]4
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5) На ребрах AD и 
[image: image277.wmf]1
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B

A

правильной призмы
[image: image278.wmf]1
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 , у которой АВ:
[image: image279.wmf]1

AA

 =1:2, взяты соответственно точки Р и М — середины этих ребер, а на ребре
[image: image280.wmf]1

СС

 взята точка Q. Считая АВ=а, найдите расстояния от точки М до прямой PQ в тех слу​чаях, когда отношение CQ: 
[image: image281.wmf]1

СС

 принимает следующие значения: 
а) 3:4;  б)  1:2; в)  1:4. Ответ: а) 
[image: image282.wmf]28
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а

; б) 
[image: image283.wmf]2
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; в) 
[image: image284.wmf]12
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6) Боковое ребро правильной призмы
[image: image285.wmf]1
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 равно сто​роне ее основания. Считая сторону основания равной а, найдите расстояния от точки Р, взятой на ребре 
[image: image286.wmf]1

BB

, до прямой 
[image: image287.wmf]1

AC

в тех случаях, когда отношение ВР: 
[image: image288.wmf]1

BB

 принимает следующие зна​чения: 
а)  1:4; б)  1:2; в) 3:4. Ответ: а) 
[image: image289.wmf]8
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а

; б) 
[image: image290.wmf]2
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; в) 
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7) Боковое ребро правильной призмы 
[image: image292.wmf]1
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в два раза больше стороны ее основания. На ребрах 
[image: image293.wmf]1

BB

и АС взяты соответ​ственно точки Р и Q — середины этих ребер. Считая АВ=а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: 
а) 
[image: image294.wmf]1

A

; б) 
[image: image295.wmf]1

B

; в)
[image: image296.wmf]1

C

.      Ответ: а) 
[image: image297.wmf]14

385

а

; б) 
[image: image298.wmf]7

21

а

; в) 
[image: image299.wmf]14

385
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8) В основании пирамиды MABCD лежит квадрат, а ее боко​вое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и равно сто​роне основания. На ребре МА взята точка Р — середина это​го ребра. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой СР от следующих точек:
 а) А; б) D в) О— центроида основания пирамиды. Ответ: а) 
[image: image300.wmf]2

2

а

; б) 
[image: image301.wmf]6

30

а

; в) 
[image: image302.wmf]4

2

а


9) Высота МО правильной пирамиды MABCD в два раза больше стороны основания. На ребре МС взята точка Р — сере​дина этого ребра, а на диагонали BD — точка Q, такая, что BQ;BD=1:4. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: 
a) D; б) М; в) А. Ответ: а) 
[image: image303.wmf]20

5

9

а

; б) 
[image: image304.wmf]20

205

а

; в) 
[image: image305.wmf]20

5
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а


10) В основании пирамиды MABCD лежит прямоугольник с отношением сторон AB:AD=1:2. Боковое ребро MB перпенди​кулярно плоскости основания, и МВ=АВ. На ребрах МА и ВС взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек:
 а) М; б) D; в) С. Ответ: а) 
[image: image306.wmf]2

2

а

; б) 
[image: image307.wmf]6

66

а

; в) 
[image: image308.wmf]3

3

а


Расстояние от точки до плоскости
1)На ребре 
[image: image309.wmf]1
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куба 
[image: image310.wmf]1
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взята точка Р —сере​дина этого ребра. Считая ребро куба равным а, найдите рас​стояния до плоскости BDP от следующих точек: 
а) 
[image: image311.wmf]1

A

б) А; в) 
[image: image312.wmf]1

C

. Ответ: а) 
[image: image313.wmf]a

; б) 
[image: image314.wmf]3

2

a

; в) 
[image: image315.wmf]3

a


2) На ребрах АВ и AD куба 
[image: image316.wmf]1
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ABCDA

взяты соответ​ственно точки Р и Q — середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости 
[image: image317.wmf]PQ

C

1

от следующих точек: а) С; б) 
[image: image318.wmf]1

A

 в) D. Ответ: а) 
[image: image319.wmf]17
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3
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; б) 
[image: image320.wmf]17

17
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a

; в) 
[image: image321.wmf]17
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3)На ребрах
[image: image322.wmf]1

CC

, AD и АВ куба
[image: image323.wmf]1
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 взяты со​ответственно точки P. Q и R — середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости PQR от следующих точек: а) С; б) 
[image: image324.wmf]1

A

в) А. Ответ: а) 
[image: image325.wmf]22
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3
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; б) 
[image: image326.wmf]22
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; в) 
[image: image327.wmf]22

11

a


4) На ребрах 
[image: image328.wmf]1

DD

и 
[image: image329.wmf]1
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C

прямоугольного параллелепипеда
[image: image330.wmf]1
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 с отношением ребер AB:AD:
[image: image331.wmf]1

AA

 = 1 :2:1 взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Считая АВ= а, найдите  расстояния  до  плоскости  APQ  от  следующих  точек: 
а)С; б)
[image: image332.wmf]1

A

; в) С
[image: image333.wmf]1

    Ответ: а) 
[image: image334.wmf]11
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; б) 
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; в) 
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5)В прямоугольном параллелепипеде
[image: image337.wmf]1
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 отно​шение ребер AB:AD: 
[image: image338.wmf]1

AA

 1:2:l. На ребрах AD и СС
[image: image339.wmf]1

 взяты  соответственно точки Р и Q —середины этих ребер. Считая АВ=а,
найдите расстояния до плоскости, проходящей через вершину 
[image: image340.wmf]1

A

параллельно прямым PQ и  В
[image: image341.wmf]1

С, от следующих точек:  a)   D
[image: image342.wmf]1

; б)Р; в) В
[image: image343.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image344.wmf]3
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; б) 
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; в) 
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6) В прямоугольном параллелепипеде
[image: image347.wmf]1
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 отно​шение ребер AB:AD:AА
[image: image348.wmf]1

=2:4:1. На ребрах AD, А
[image: image349.wmf]1

В
[image: image350.wmf]1

 и В
[image: image351.wmf]1

С
[image: image352.wmf]1

 взяты соответственно точки Р, Q и К— середины этих ребер. Считая АА
[image: image353.wmf]1

=а, найдите расстояния до плоскости, проходящей через точку К параллельно прямым СР и AQ, от следующих точек: a)  D
[image: image354.wmf]1

 б) А; в)  С
[image: image355.wmf]1

. Ответ: а) 
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; б) 
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; в) 
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7) На ребрах СС
[image: image359.wmf]1

 и АА
[image: image360.wmf]1

 правильной призмы АВСА
[image: image361.wmf]1

В
[image: image362.wmf]1

С
[image: image363.wmf]1

, у которой АВ:АА
[image: image364.wmf]1

 =1 :2, взяты соответственно точки Р и К — середины этих ребер. Считая АВ = а, найдите расстояния до плоскости, проходящей через точку К параллельно прямым АС
[image: image365.wmf]1

 и ВР, от следующих точек:
а) А
[image: image366.wmf]1

; б) В; в) С
[image: image367.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image368.wmf]5
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; б) 
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; в) 
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8)В правильной пирамиде MABCD высота МО в два раза больше стороны основания. Считая АВ = а, найдите расстояния до плоскости, проходящей через прямую AD перпендикулярно плоскости МВС, от следующих точек: 
а) М; б) О — центроида основания; в) С.  Ответ: а) 
[image: image371.wmf]34
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; б) 
[image: image372.wmf]34
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; в) 
[image: image373.wmf]17
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9) В основании пирамиды MABCD лежит прямоугольник с отношением сторон AB:AD= 1:2. Боковое ребро MB пер​пендикулярно плоскости основания и равно меньшей стороне основания. Считая АВ = а, найдите расстояния от точки О — центроида основания до следующих плоскостей: 
a) MAD; б) MCD; в) ADP, где точка Р — середина ребра МС. Ответ: а) 
[image: image374.wmf]4
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а

; б) 
[image: image375.wmf]5
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а

; в) 
[image: image376.wmf]10
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10) Основанием пирамиды МАВС является правильный тре​угольник, ее боковое ребро МС перпендикулярно плоскости осно​вания, и МС=АВ. Считая АВ = а, найдите расстояния до плоскости, проходящей через вершину А перпендикулярно ребру MB, от точки Р, взятой на ребре МА, в тех случаях, когда от​ношение МР:МА принимает следующие значения: 
а) 1:4; б) 1:2; в) 3:4.  Ответ: а) 
[image: image377.wmf]16
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; б) 
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; в) 
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11)В основании пирамиды MABCD лежит прямоугольник, боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания, и AB:AD:MB=1:2:1. Считая АВ = а, найдите расстояния от точ​ки Р, взятой на диагонали BD, до плоскости MCD в тех случаях, когда отношение BP:BD принимает следующие значения:
 а) 1:4;  б)1:2; в) 3:4.   Ответ: а) 
[image: image380.wmf]10
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; б) 
[image: image381.wmf]5
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; в) 
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12) На ребрах 
[image: image383.wmf]1
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 и 
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 куба 
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1

1

1

D

C

B

ABCDA

 взяты соответственно точки Р и Q- середины этих ребер. Считая ребро куба равным 1, найдите расстояния до плоскости 
[image: image386.wmf]PQ

B

1

 от следующих точек: а) 
[image: image387.wmf]1

A

; б) D ; в) 
[image: image388.wmf]1

C

. Ответ: 
[image: image389.wmf]21
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; б) 
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; в) 
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13) В основании прямой призмы 
[image: image392.wmf]1
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 лежит треугольник с прямым углом при вершине С и отношением катетов ВС: АС=1:2. Боковое ребро призмы равно гипотенузе треугольника АВС.  На ребре 
[image: image393.wmf]1

АА

 призмы взята точка Р- середина этого ребра. Считая ВС =1, найдите расстояние до плоскости 
[image: image394.wmf]Р

ВС

1

 от следующих точек:
 а) В; б) 
[image: image395.wmf]1

D

; в) 
[image: image396.wmf]1
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. Ответ: а) 
[image: image397.wmf]101
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; б) 
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; в) 
[image: image399.wmf]101
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Расстояние между скрещивающимися прямыми

1) На ребрах АВ, CC
[image: image400.wmf]1

 и C
[image: image401.wmf]1

D
[image: image402.wmf]1

, куба ABCDA
[image: image403.wmf]1

B
[image: image404.wmf]1

С
[image: image405.wmf]1

D
[image: image406.wmf]1

 взяты соответственно точки Р, Q и R — середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния между прямой B
[image: image407.wmf]1

D
[image: image408.wmf]1

 и следующими прямыми: a) DP; б) DQ; в) DR  .Ответ: а) 
[image: image409.wmf]а

; б)
[image: image410.wmf]3
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; в) 
[image: image411.wmf]3
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2) В прямоугольном параллелепипеде ABCDA
[image: image412.wmf]1

B
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C
[image: image414.wmf]1

D
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  AB =АА
[image: image416.wmf]1

= а, AD=2a. На ребрах СС
[image: image417.wmf]1

 и AD взяты соответственно точки Р и Q, такие, что CP:CC
[image: image418.wmf]1

=AQ:AD=1:3, а на ребрах АВ и А
[image: image419.wmf]1

В
[image: image420.wmf]1

 взяты соответственно точки R и V — середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой B
[image: image421.wmf]1

C
[image: image422.wmf]1

 и следующими прямыми: a) PQ; б) PR; в) PV. Ответ: а) 
[image: image423.wmf]5
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; б) 
[image: image424.wmf]13
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; в) 
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3) Высота МО правильной пирамиды MABCD равна стороне ее основания и равна а. На ребре МС взяты точки Р
[image: image426.wmf]1

, Р2 и Р3, такие, что 
[image: image427.wmf]М

Р

Р

Р

Р

Р

СР

3

3

2

2

1

1

=

=

=

. Найдите расстояния меж​ду   прямой  АС   и   следующими   прямыми: 
 a)   DP
[image: image428.wmf]1

   б)   DР2; в) DP3.  Ответ: а) 
[image: image429.wmf]6
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; б) 
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; в) 
[image: image431.wmf]34
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4)  На ребре СС
[image: image432.wmf]1

 правильной призмы ABCDA
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 взяты соответственно точки Р
[image: image437.wmf]1

 и Р
[image: image438.wmf]2

, такие, что СР
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 = P
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Р
[image: image441.wmf]2

 = Р
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С
[image: image443.wmf]1

. Считая АВ = а.  АА
[image: image444.wmf]1

= За, найдите расстояния между следующими парами прямых: 
а)  В
[image: image445.wmf]1

С и DP
[image: image446.wmf]1

; б)  B
[image: image447.wmf]1

C и DP2; в)  DC
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  и В
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Р
[image: image450.wmf]1

. Ответ: а) 
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; б) 
[image: image452.wmf]7
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; в) 
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5) Все ребра прямой призмы АВСА
[image: image454.wmf]1

В
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С
[image: image456.wmf]1

 равны а. На ее ребрах АА
[image: image457.wmf]1

 и СС
[image: image458.wmf]1

 взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой АВ
[image: image459.wmf]1

 и следующими пря​мыми: а) ВС; б) СР; в) BQ. Ответ: а) 
[image: image460.wmf]7
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; б) 
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; в) 
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6)На ребрах CD, B
[image: image463.wmf]1

C
[image: image464.wmf]1

 и АВ куба ABCDA
[image: image465.wmf]1

В
[image: image466.wmf]1

С
[image: image467.wmf]1

D
[image: image468.wmf]1

 взяты соответственно точки Р, Q и R — середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния между прямой B
[image: image469.wmf]1

D и следующими прямыми: a) PQ; б) D
[image: image470.wmf]1

C; в) QR. Ответ: а) 
[image: image471.wmf]4
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;  б) 
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; в) 
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7)В основании правильной призмы ABCDA
[image: image474.wmf]1

B
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C
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D
[image: image477.wmf]1

 лежит квадрат со стороной а, а боковое ребро призмы равно b. На ребрах AD, DD
[image: image478.wmf]1

 и ВВ
[image: image479.wmf]1

 взяты соответственно точки Р, Q и R— середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой AR и следующими прямыми: 
а) СР; б) A
[image: image480.wmf]1

D; в) A
[image: image481.wmf]1

Q. Ответ: а) 
[image: image482.wmf]2
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; б) 
[image: image483.wmf]2
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8)В основании пирамиды МАВС лежит прямоугольный треугольник, у которого АС = ВС = а. Боковое ребро MB пер​пендикулярно плоскости основания, и МВ= а. На ребрах MB, АВ, АС и ВС взяты соответственно точки К, D, Р и Q — сере​дины этих ребер. Найдите расстояния между прямой АК и сле​дующими прямыми: 
a) PQ; б) CD; в) ВС.    Ответ: а) 
[image: image485.wmf]4
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а

; б) 
[image: image486.wmf]6
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; в) 
[image: image487.wmf]5
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9)В основании пирамиды MABCD лежит квадрат со сто​роной а, а боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и равно стороне основания. На ребрах MD и AD взяты соответственно точки К и L — середины этих ребер. Найдите расстояние между прямой KL и следующими прямыми: а) АС; б) МО, где точка О — центроид основания; в) BD. 
Ответ: а) 
[image: image488.wmf]6
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; б) 
[image: image489.wmf]6

3

а

; в) 
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10) В основании пирамиды МАВС лежит треугольник с прямым углом при вершине С, и АС=а, ВС=2а. Боковое ребро МС перпендикулярно плоскости основания, МС= ВС. На ребрах АВ, ВС, MB и МС взяты соответственно точки Р, Q, R и V — середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой AR и следующими прямыми: 
a) PQ; б) МС; в) QV . Ответ: а) 
[image: image491.wmf]2
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; б) 
[image: image492.wmf]2
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; в) 
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Угол между скрещивающимися прямыми

1.)
В правильной призме ABCDA
[image: image494.wmf]1

B
[image: image495.wmf]1

C
[image: image496.wmf]1

D
[image: image497.wmf]1

 угол между прямыми, на которых лежат диагонали BD
[image: image498.wmf]1

 и B
[image: image499.wmf]1

D, равен 90°. Найдите углы,  которые образует прямая BD со следующими прямыми: 
а) АА
[image: image500.wmf]1

; б)A
[image: image501.wmf]1

С
[image: image502.wmf]1

; в) CD
[image: image503.wmf]1

. Ответ: а)
[image: image504.wmf]°
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; б)
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; в) 
[image: image506.wmf]6
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2.)
На ребрах AA
[image: image507.wmf]1

,CD,C
[image: image508.wmf]1

D
[image: image509.wmf]1

 куба ABCDA
[image: image510.wmf]1
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[image: image511.wmf]1

C
[image: image512.wmf]1

D
[image: image513.wmf]1

 взяты  соответственно точки Р, Q и R — середины этих ребер. Найдите  углы между прямой PQ и следующими прямыми: 
a) DR; б) A
[image: image514.wmf]1

D; в) B
[image: image515.wmf]1

D.  Ответ: а) 
[image: image516.wmf]30
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; б) 
[image: image517.wmf]°
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; в) 
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3) Точки К и М — середины соответственно ребер АА
[image: image519.wmf]1

 и AD куба ABCDA
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D
[image: image523.wmf]1

. Найдите углы, которые образует прямая С
[image: image524.wmf]1

М со следующими прямыми: 
а) АВ
[image: image525.wmf]1

; б) BD; в) СК.  Ответ: а) 
[image: image526.wmf]3
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; б) 
[image: image527.wmf]17

arctg

; в) 
[image: image528.wmf]3
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4)На ребре СС
[image: image529.wmf]1

 правильной призмы ABCDA
[image: image530.wmf]1
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 взяты точки Р
[image: image534.wmf]1

, Р2 и Рз, такие, что CP
[image: image535.wmf]1

 = P
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P2= P
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Р
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= Р
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C
[image: image540.wmf]1

. Отно​шение ребер призмы AB:AA
[image: image541.wmf]1

 =1:2. Найдите углы, которые об​разует прямая B
[image: image542.wmf]1

D со следующими прямыми:
 а) А
[image: image543.wmf]1

Р
[image: image544.wmf]1

; б) А
[image: image545.wmf]1

Р2; в) А
[image: image546.wmf]1

,Р3.   Ответ: а) 
[image: image547.wmf]17
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; б) 
[image: image548.wmf]3
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; в) 
[image: image549.wmf]9
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5) В прямоугольном параллелепипеде ABCDA
[image: image550.wmf]1

B
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C
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D
[image: image553.wmf]1

 отно​шение ребер AB:AD =1:2, а угол между прямыми B
[image: image554.wmf]1

D и CD
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 равен 90°. На ребре В
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С
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 взяты точки P
[image: image558.wmf]1

, Р
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 и Р3, такие, что 
ВР
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 = Р
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Р
[image: image562.wmf]2

 = Р2Рз = Р
[image: image563.wmf]3

С
[image: image564.wmf]1

. Найдите углы, которые образует пря​мая АС со следующими прямыми: а) ВР
[image: image565.wmf]1

;  б) ВР2; в) ВРз. Ответ: а) 
[image: image566.wmf]3
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; б) 
[image: image567.wmf]5
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; в) 
[image: image568.wmf]65
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6).
На ребрах AD и ВВ
[image: image569.wmf]1

 прямоугольного параллелепипеда  ABCDA
[image: image570.wmf]1
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  с отношением ребер  AB:AD:AA
[image: image574.wmf]1

 =1 :2:2 взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая PQ со следующими прямыми:
 a) AС
[image: image575.wmf]1

; б) В
[image: image576.wmf]1

D; в) C
[image: image577.wmf]1

D. Ответ: а) 
[image: image578.wmf]9
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; б) 
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; в) 
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7) Точка Р— середина ребра CD прямого параллелепипеда ABCDA
[image: image581.wmf]1

B
[image: image582.wmf]1

C
[image: image583.wmf]1

D
[image: image584.wmf]1

, в его основании лежит ромб, угол BAD которого равен 60°, и AA
[image: image585.wmf]1

=AB. Найдите углы между следующими пря​мыми: a) C
[image: image586.wmf]1

D и B
[image: image587.wmf]1

C; б) В
[image: image588.wmf]1

С и С
[image: image589.wmf]1

Р; в) С
[image: image590.wmf]1

Р и В
[image: image591.wmf]1

0, где точка О — точка пересечения диагоналей основания. Ответ: а) 
[image: image592.wmf]4

1

arccos

; б) 
[image: image593.wmf]20

10

3

arccos

; в) 
[image: image594.wmf]10

9
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8) Точки Р и Q — середины соответственно ребер A
[image: image595.wmf]1

B
[image: image596.wmf]1

 и АС правильной призмы АВСА
[image: image597.wmf]1

В
[image: image598.wmf]1

С
[image: image599.wmf]1

, у которой АА
[image: image600.wmf]1

=АВ. Найдите углы между следующими прямыми: 
a) A
[image: image601.wmf]1

C и BD; б) BD и A
[image: image602.wmf]1

Q;   в) A
[image: image603.wmf]1

Q и АР. Ответ: а) 
[image: image604.wmf]4

10
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; б) 
[image: image605.wmf]10

9

arccos

; в) 
[image: image606.wmf]10

7
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9) На ребрах А
[image: image607.wmf]1

В
[image: image608.wmf]1

 и АС прямой призмы АВСА
[image: image609.wmf]1

В
[image: image610.wmf]1

С
[image: image611.wmf]1

, у кото​рой АС=ВС=АА
[image: image612.wmf]1

 и 
[image: image613.wmf]Ð

ABC = 90°, взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите углы между следующими прямыми: a) A
[image: image614.wmf]1

C и ВР; б) ВР и A
[image: image615.wmf]1

Q; в) A
[image: image616.wmf]1

Q и АР. Ответ: а) 
[image: image617.wmf]°

30

; б) 
[image: image618.wmf]6
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; в) 
[image: image619.wmf]10

30
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10) На ребрах В
[image: image620.wmf]1

С
[image: image621.wmf]1

, АС и А
[image: image622.wmf]1

В
[image: image623.wmf]1

 прямой призмы АВСА
[image: image624.wmf]1

В
[image: image625.wmf]1

С
[image: image626.wmf]1

, у которой АС= ВС=АА
[image: image627.wmf]1

 и
[image: image628.wmf]Ð

 АСВ = 90°, взяты точки Р, Q и R — соответственно середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая PQ со следующими прямыми: 
а) АС
[image: image629.wmf]1

 б) BR; в) AB
[image: image630.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image631.wmf]°

30

; б) 
[image: image632.wmf]3

1
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; в) 
[image: image633.wmf]3

2
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11)В основании пирамиды МАВС лежит прямоугольный треугольник ABC. Ребро МА пирамиды перпендикулярно плос​кости ABC, и МА=АС=ВС. На ребре MB взяты точки Р1, Р2 и Р
[image: image634.wmf]3

 такие, что ВР1 =Р
[image: image635.wmf]1

 Р
[image: image636.wmf]2

=Р
[image: image637.wmf]2

Рз = Р3М.  Найдите углы между следующими прямыми: 
а) СР
[image: image638.wmf]1

 и АР2; б) CP
[image: image639.wmf]1

 и АРз; в) СР3 и АР
[image: image640.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image641.wmf]11

33
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; б) 
[image: image642.wmf]11

5
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; в) 
[image: image643.wmf]19

3
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12) В основании пирамиды МАВС лежит прямоугольный треугольник АВС. Ребро МА перпендикулярно плоскости основания, и МА=АС=ВС. На ребрах МА, МВ, МС взяты соответственно точки D, Е и F- середины этих ребер.. Найдите углы между следующими прямыми а) BD и СЕ; б) BD и AF; в) СЕ и AF.  Ответ: а) 
[image: image644.wmf]9

3

arccos

; б) 
[image: image645.wmf]6

2

arccos

; в) 
[image: image646.wmf]°

90


13) В основании пирамиды МАСВD лежит прямоугольный квадрат АВСD. Ребро МB перпендикулярно плоскости основания, и МВ = АВ. На ребре МС взята точка Р – середина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая DP со следующими прямыми: 
а) АС; б) МА; в) МО, где точка О- центроид основания. 
Ответ: а) 
[image: image647.wmf]21

42

arccos

; б) 
[image: image648.wmf]35

105

3
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; в) 
[image: image649.wmf]6
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14) На диагонали
[image: image650.wmf]D

B

1

 куба 
[image: image651.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 взяты точки Р и Q, такие что DP =PQ =QB
[image: image652.wmf]1

. Найдите углы, которые образует прямая 
[image: image653.wmf]P

C

1

 со следующими прямыми: 
а) 
[image: image654.wmf]Q

A

1

; б) BQ; в) CQ. Ответ: а) 
[image: image655.wmf]6

6

arccos

; б) 
[image: image656.wmf]6

6

arccos

; в) 
[image: image657.wmf]°

90


Угол между прямой и плоскостью

1)На ребре СС
[image: image658.wmf]1

 правильной призмы ABCDA
[image: image659.wmf]1

B
[image: image660.wmf]1

C
[image: image661.wmf]1

D
[image: image662.wmf]1

,боковое ребро которой в два раза больше стороны основания,  взяты точки Р
[image: image663.wmf]1

, Р2 и Рз, такие, что СР
[image: image664.wmf]1

= Р
[image: image665.wmf]1

Р2=Р
[image: image666.wmf]2

Р3=Р3С
[image: image667.wmf]1

,
а на ребре CD взята точка К — середина этого ребра. Найдите  углы, которые образуют с плоскостью АА
[image: image668.wmf]1

К следующие прямые:
 а) DP
[image: image669.wmf]1

; б) DP2;  в) DP3.  Ответ: а) 
[image: image670.wmf]5

4

arcsin

; б) 
[image: image671.wmf]5

0

1

arcsin

; в) 
[image: image672.wmf]65

65

4

arcsin


2).На ребре АВ правильного тетраэдра МАВС взяты точки  Р
[image: image673.wmf]1

 и Р2, такие, что АР
[image: image674.wmf]1

:Р
[image: image675.wmf]1

Р2:Р2В=1:1:2. Найдите углы, кото​рые образуют с плоскостью MAC следующие прямые: а)  ВС; б) СР
[image: image676.wmf]1

, в) СР2. Ответ: а) 
[image: image677.wmf]3

6

arcsin

; б) 
[image: image678.wmf]39

78

arcsin

; в) 
[image: image679.wmf]3

2
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3)
В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный тре​угольник с прямым углом при вершине С. Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 45°. На  ребре МС взята точка Р — середина этого ребра. Найдите  углы, которые образует прямая АР со следующими плоскостями: а) МОС, где точка О —середина ребра АВ; б) МАВ; в) МВС. Ответ: а) 
[image: image680.wmf]2

arctg

; б) 
[image: image681.wmf]5

5

arctg

; в) 
[image: image682.wmf]3

2

2
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4)На ребрах CD и AD куба ABCDA
[image: image683.wmf]1

B
[image: image684.wmf]1

C
[image: image685.wmf]1

D
[image: image686.wmf]1

 взяты соответ​ственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с диагональной плоскостью АА
[image: image687.wmf]1

С
[image: image688.wmf]1

С следующие прямые: a) C
[image: image689.wmf]1

D; б) С
[image: image690.wmf]1

Р; в) C
[image: image691.wmf]1

Q. Ответ: а) 
[image: image692.wmf]°

30

; б) 
[image: image693.wmf]10

10

arcsin

; в) 
[image: image694.wmf]6

2

arcsin

. 
5)В основании пирамиды МАВС лежит правильный тре​угольник ABC, боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания, и МВ:АВ=
[image: image695.wmf]1

:

3

. На ребре МС взяты точки Р
[image: image696.wmf]1

, Р2 и Р3, такие, что СР
[image: image697.wmf]1

 = Р
[image: image698.wmf]1

Р2=Р2Р3 = Р3М. Найдите углы, которые образуют с плоскостью грани МВС следующие прямые: а) АР
[image: image699.wmf]1

; б) АР2; в) АР3. Ответ: а) 
[image: image700.wmf]°

60

; б) 
[image: image701.wmf]°

45

; в) 
[image: image702.wmf]7

21

arctg


6)В основании пирамиды MABCD лежит прямоугольник, а ее ребро MB перпендикулярно плоскости основания. На реб​рах АВ и AD взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Отношение ребер пирамиды AB:AD:MB=1:2:1. Найдите углы, которые образуют с плоскостью MCD следующие прямые: 
а) МА; б) MP; в) MQ. Ответ: а) 
[image: image703.wmf]5

10

arcsin

; б) 
[image: image704.wmf]5

4

arcsin

; в) 
[image: image705.wmf]15

15
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7)Высота МО правильной пирамиды МАВС равна стороне ее основания. Найдите углы, которые образует прямая МС со следующими плоскостями: а) АВС; б) МАВ; в) МАК, где точка К — середина ребра ВС. Ответ: а) 
[image: image706.wmf]°

60

; б) 
[image: image707.wmf]26

39

3
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; в) 
[image: image708.wmf]4

3
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8)На ребрах AD и A
[image: image709.wmf]1

D
[image: image710.wmf]1

 куба ABCDA
[image: image711.wmf]1

B
[image: image712.wmf]1

C
[image: image713.wmf]1

D
[image: image714.wmf]1

 взяты соот​ветственно точки Р и Р
[image: image715.wmf]1

 — середины этих ребер, а на отрезке РР
[image: image716.wmf]1

 взята точка F —середина этого отрезка. Найдите углы, которые образуют с плоскостью ВРР
[image: image717.wmf]1

 следующие прямые: 
а) СР;  б) CF; в) СР
[image: image718.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image719.wmf]3

4
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; б) 
[image: image720.wmf]7
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; в) 
[image: image721.wmf]29

29

4
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9) На ребрах AD и В
[image: image722.wmf]1

С
[image: image723.wmf]1

 прямоугольного параллелепипеда ABCDA
[image: image724.wmf]1

B
[image: image725.wmf]1

C
[image: image726.wmf]1

D
[image: image727.wmf]1

 с отношением ребер AB:AD:AA
[image: image728.wmf]1

=1:2:1 взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите
углы, которые образуют с плоскостью A
[image: image729.wmf]1

CD следующие прямые:
a) PC
[image: image730.wmf]1

; б) PQ; в) РВ
[image: image731.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image732.wmf]15

15

arcsin

; б) 
[image: image733.wmf]5

10

arcsin

; в) 
[image: image734.wmf]15

15

arcsin


10). В основании пирамиды MABCD лежит квадрат. Боковая грань МАВ перпендикулярна плоскости основания и является правильным треугольником. На ребре MB взята точка Р —сере​дина этого ребра. Найдите углы, которые образуют с плоскостью основания пирамиды следующие прямые: а) АР; б) СР; в) КР, где точка К — точка пересечения диагоналей основания. Ответ: а) 
[image: image735.wmf]°

30

; б) 
[image: image736.wmf]17

51
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; в) 
[image: image737.wmf]5
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11) На ребре ВВ
[image: image738.wmf]1

 куба ABCDA
[image: image739.wmf]1

B
[image: image740.wmf]1

C
[image: image741.wmf]1

D
[image: image742.wmf]1

 взята точка Р — сере​дина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая DP со следующими плоскостями:
 а) АВ
[image: image743.wmf]1

С; б) BDC
[image: image744.wmf]1

; в) ACD
[image: image745.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image746.wmf]3

3

arcsin

; б) 
[image: image747.wmf]9

3

arcsin

; в) 
[image: image748.wmf]9
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12) На ребре DD
[image: image749.wmf]1

 куба ABCDA
[image: image750.wmf]1

B
[image: image751.wmf]1

C
[image: image752.wmf]1

D
[image: image753.wmf]1

 взята точка Р — сере​дина этого ребра. Найдите углы, которые образуют с плоскостью BDC
[image: image754.wmf]1

 следующие прямые:
 a) CD
[image: image755.wmf]1

, б) CD;  в) СР. Ответ: а) 
[image: image756.wmf]3

6

arcsin

; б) 
[image: image757.wmf]3

3
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; в) 
[image: image758.wmf]5

15
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13) На ребрах DD
[image: image759.wmf]1

 и AD куба АBCDА
[image: image760.wmf]1

B
[image: image761.wmf]1

С
[image: image762.wmf]1

D
[image: image763.wmf]1

 взяты соот​ветственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с плоскостью BС
[image: image764.wmf]1

Q следующие прямые: a) CD; б) СР; в) CD
[image: image765.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image766.wmf]3

1

arcsin

; б) 
[image: image767.wmf]15

5

4
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; в) 
[image: image768.wmf]°

45

. 
14) На ребрах 
[image: image769.wmf]1

BB

, 
[image: image770.wmf]1

DD

 и AD куба ABCDA
[image: image771.wmf]1

B
[image: image772.wmf]1

C
[image: image773.wmf]1

D
[image: image774.wmf]1

 взяты соответственно точки Р, Q и R- середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с плоскостью PQR следующие прямые: а) 
[image: image775.wmf]D

A

1

; б) 
[image: image776.wmf]Q

A

1

; в) 
[image: image777.wmf]C

A

1

. Ответ: а)
[image: image778.wmf]3

6
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; б) 
[image: image779.wmf]5

15
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; в) 
[image: image780.wmf]°

90


Угол между плоскостями

1) На ребре СС
[image: image781.wmf]1

 куба ABCDA
[image: image782.wmf]1

B
[image: image783.wmf]1

C
[image: image784.wmf]1

D
[image: image785.wmf]1

 взята точка К — сере​дина этого ребра. Найдите углы, которые образует плоскость BDK со следующими плоскостями: 
a) AB
[image: image786.wmf]1

D
[image: image787.wmf]1

;6) A
[image: image788.wmf]1

C
[image: image789.wmf]1

D;b) CB
[image: image790.wmf]1

D
[image: image791.wmf]1

.    Ответ: а) 
[image: image792.wmf]3

2
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; б) 
[image: image793.wmf]3

2
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; в) 
[image: image794.wmf]°

90


2) В кубе ABCDA
[image: image795.wmf]1

B
[image: image796.wmf]1

C
[image: image797.wmf]1

D
[image: image798.wmf]1

 на ребрах ВВ
[image: image799.wmf]1

 и СС
[image: image800.wmf]1

 взяты соот​ветственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите углы, которые образует плоскость АСР со следующими плоскостями: a) А
[image: image801.wmf]1

С
[image: image802.wmf]1

Р;  б) BDQ; в) B
[image: image803.wmf]1

D
[image: image804.wmf]1

Q.  Ответ: а) 
[image: image805.wmf]3

1

arccos

; б) 
[image: image806.wmf]3
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; в) 
[image: image807.wmf]3
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3) На ребре СС
[image: image808.wmf]1

 куба ABCDA
[image: image809.wmf]1

B
[image: image810.wmf]1

C
[image: image811.wmf]1

D
[image: image812.wmf]1

 взяты точки К
[image: image813.wmf]1

, 
[image: image814.wmf]2

К

 и
[image: image815.wmf]3

К

, такие, что CK
[image: image816.wmf]1

= K
[image: image817.wmf]1

K
[image: image818.wmf]2

= К
[image: image819.wmf]2

Кз = КзС
[image: image820.wmf]1

. Найдите углы между сле​дующими плоскостями: a) BDK
[image: image821.wmf]1

 и B
[image: image822.wmf]1

D
[image: image823.wmf]1

K
[image: image824.wmf]1

; б) BDK
[image: image825.wmf]2

 и B
[image: image826.wmf]1

D
[image: image827.wmf]1

K
[image: image828.wmf]1

; в)
BDK
[image: image829.wmf]3

 и B
[image: image830.wmf]1

D
[image: image831.wmf]1

C. Ответ: а) 
[image: image832.wmf]51
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; б) 
[image: image833.wmf]51

51
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; в) 
[image: image834.wmf]51
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4) .
В правильной призме ABCDA
[image: image835.wmf]1

B
[image: image836.wmf]1

C
[image: image837.wmf]1

D
[image: image838.wmf]1

 с отношением ребер AB:AA
[image: image839.wmf]1

=2;3 точка К — середина ребра СС
[image: image840.wmf]1

. Найдите углы, ко​торые образует плоскость AB
[image: image841.wmf]1

K со следующими плоскостями:
а) АВС, б) ВСС
[image: image842.wmf]1

; в) АВВ
[image: image843.wmf]1

. Ответ: а) 
[image: image844.wmf]4
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3
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; б) 
[image: image845.wmf]61

61
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; в) 
[image: image846.wmf]61
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5) 
В прямоугольном параллелепипеде ABCDA
[image: image847.wmf]1

B
[image: image848.wmf]1

C
[image: image849.wmf]1

D
[image: image850.wmf]1

 с отно​шением ребер AB:AD:AA
[image: image851.wmf]1

=1:2:1 точки Р и Q — середины соответственно ребер АА
[image: image852.wmf]1

 и СС
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. Найдите углы, которые обра​зует   плоскость  B
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QP  со  следующими   плоскостями:  
а)   АВС ; б)
ВСС
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; в) ABB
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. Ответ: а) 
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6) 
В правильной призме ABCDA
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B
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C
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D
[image: image863.wmf]1

 с отношением ребер АВ:АА
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=1:2 точки Р и Q — середины соответственно ребер  ВВ
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 и DD
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. Найдите углы, которые образует плоскость APQ со  следующими плоскостями: 
а) АВВ
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;  б) BDD
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; в) АСР. Ответ: а) 
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; б) 
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7) 
Боковое ребро правильной призмы  АВСА
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В
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С
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 равно стороне ее основания. На ребре АА
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 взяты точки K
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, K
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 и К
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,такие, что АК
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А
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. Найдите углы между сле​
дующими плоскостями: а)  ВК
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С и В
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К
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С
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;  б)  ВК
[image: image890.wmf]2

С и B
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К
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С
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; в) ВК3C и В
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Ответ: а) 
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; в) 
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8) На ребрах B
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С
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 и СС
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 правильной призмы ABCDA
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C
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D
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 с отношением ребер АВ:АА
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 = 1:2 взяты соответственно точки Р и Q — середины этих ребер. Найдите углы, образуемые плос​костью, проходящей через вершину С
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 параллельно прямым А
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Р и DQ, со следующими плоскостями: а) АВС; б) АВВ
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;  в) ВСС
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. Ответ: а) 
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9) На ребрах ВС и MB правильного тетраэдра МАВС взяты соответственно точки D и Е — середины этих ребер. Найдите углы между следующими плоскостями: а) АСЕ и АВС;
б) ADE и МАВ; в) ADE и АСЕ. Ответ: а) 
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; б) 
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10) На ребре 
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 куба ABCDA
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C
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D
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 взята точка К- середина этого ребра. Найдите углы, которые образует плоскость BDK cо следующими плоскостями: 
а) 
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11) В правильной призме ABCDA
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 отношение ребер 
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. Найти углы, которые плоскость 
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 образует со следующими плоскостями: 
 а) 
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; б) 
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12) Точка К- середина ребра АС правильной призмы 
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, боковое ребро которой равно стороне ее основания. Найдите углы между следующими плоскостями: а) 
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; б) 
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; в) 
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13) В правильной призме 
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 боковое ребро равно стороне основания. На ребрах ВС и 
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 взяты соответственно точки D и Е – середины этих ребер.  Найдите углы, которые образуют с плоскостью 
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 следующие плоскости: 
а) 
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14) В основании прямой призмы 
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лежит прямоугольный треугольник АВС, у которого АС= ВС =АА
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. На ребре ВВ
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взята точка М- середина этого ребра. Найдите углы, которые образует плоскость АМС
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 со следующими плоскостями:
а) АВС; б) АСС
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; в) ВСС
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Материалы из открытого банка заданий ЕГЭ по математике
		[image: image966.png]C2001.5  mpavoyromsEoM —  mapannenenEmenc
ABCDABC,D; sanamsy anmmst peSep AD=12, AB =S5,
A4, =8 Halfzure o6sen mapavizst MB,C,D, ecni M —
1ouka ma pedpe A4, mpmen AM
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	[image: image967.png]C2002. 5 npasaiLEOR TPEYTONBHOR NHPAMEZC SALC C OCHOBAHHEM ADC HIBECTHM peOpa
AB =73, SC=25. Hafizure yrox, 05pasoBasHEIH IIOCKOCTEO OCHOBAHHA H IPAMOF, IPOXOTAmed
qepes cepexHEE: pebep AS  BC.




 



	[image: image968.png]C2005. 5 npasaiLEOR TPEYTONBHOR SASC OHPAMEZC C OCHOBAHEEM ALC HSBECTHR peOpa:
AB=2443, 5C=25. Haiiamre yrom, oGpa3oBaHHENi INIOCKOCTBI) OCHOBAHHA H MPAMOE,
MPOXOIAmMeH Tepes cepeanHs pebep AS ® BC.





 



	[image: image969.png]C2004. B mpavoyronssoM napamenenanene A50 045,02, BsBeCTHE peOpa: A5
cc,

. Haiiqere yroa NeXIy MIOoCKocTama ABC u A,DB.




 



	[image: image970.png]C2003. B voe ASCDAL5,C, D, HAHIHTE KOCHHVC VIJIa MEXaV INIOCKOCTAMH DLA4,C, H 5A4, D,




 



	[image: image971.png]€2006. B mpasmsoM Tetpaspe ABCD HaiizuTe yrom
Me&AY BHICOTOR TeTpasipa DH 1 Mebasioll BM 60koBo rpasi
BCD.




 



	[image: image972.png]CZ007. B npasamEoM TeTpayipe AL HaRfETe yTOX MEXAY MeJRamoR 5i4 rpa=Em 45D =
rockocTiie BOD.




 



	[image: image973.png]CZ003. B npasasHOR TETHPEXYrOAEHOR MHpaMEAE JA5CL, Bce peOpa koTOpEe pasaEM 1.
BaliTHTE CHEVC VIIa NEKIY IIOCKOCTEI0, MPOXOASHIe Tepes TOUEY A MepmeRINKYIsDEO BD.





 



	[image: image974.png]C2009. B npasENEHOR MECTHYTONBHOR mpEsMe ADCDLEFADLC\h 5/, Bee pedpa xoTopoR
paBHM |, HafRHTe PaCCTOAHHE OT TOUXE B 70 mpamoit ER.




 



	[image: image975.png]C2010. B npasnEH0R MECTHYTONEHOR MHpaMEAe SASCDESF, CTOPOHE! OCHOBAHHA KOTOPOR
pasmns 1. 2 GoxoRSIe DeGpa panmas 2. HailaNTe YTOR MeXAY momana SB x CD .





 
[image: image976.png]C2011. szt Bcex peGep mpasmTLEOH TeTHPEXYTOTsHOR MEpaMmTEl PABCD C SepurmEofi P passst
ey coBoft. HaliaTe yromexay mpmvoit BM & mocxoctsso BDP, ecs Towxa M — cepenmza
GoK0BOTO pedpa mHpan s AP.






	[image: image977.png]2012, Tinmst Bcex peGep MpasmTLEOH TeTHPEXyTOTEHOR MEpaMHTs: PABCD Passs: MeATy OGOk
‘Hatizure yron Mexay mpmene PH i BM, e 01pesox. PH — BHICOTa aHHOR MHDAMETEL, ToTa M
— cepexmza ee Goxozoro pedpa AP.




 

[image: image978.png]C2014. Jlarxy6 ABCDA13,C1D;. Jlansa pedpa ky5apasa . HaHTHTe ACCTORHE OT CEPETIHE OTPESKA
BC, a0 mrockocTn 4B,D,,




 



	[image: image979.png]C2015. Jlaa npamThas eTHpEXYrOTHHas mipawia_SABCD ¢ pepummoii 5. PeGpo
octopars mipaviwt paso V6, shcora — 33. Haiimire paccrosiie ot
cepeaunn pedpa AD 0 npavoii M7, re Towit M 11 7 — cepeunin pedep CS 1t
BC coormercnerio.





 



	[image: image980.png]C2016. [lana npapwbHas TpeyrombRas mupasza DABC ¢ wepumoii D. Bokonoe
peSpo mupamimi pasko V43, seicora pasma /31. Hailmire paccrosmie or
cepeunt Gokoporo pebpa BD 20 npsimoii M7 , tae Touki M 1 T — cepemis

pebep AC u AD COOTBETCTBEHHO.




 



	

	

	

	[image: image981.png]C2017. Jlana npaBTbHan TpeyromkHan mpaia_DABC ¢ epummoli D. PeGpo
ocHOBaHMS MHpavHbl pasHo /6, BhicoTa — 30. Haifmure pacctosme o
cepemHbl Gokosoro pebpa BD 10 npsamoii MT', rjie Touk M 1 T — cepespibt
pebep AC 1 AB COOTBETCTBEHHO.




 



	[image: image982.png]C2018.B  npasuibHoli  wecTHyronbHoii mpusme  ABCDEFABC,DEF;, ctopousi
‘ocHoBans KoTOpoii pasist 3, a GoxoBste piGpa pasitst 4, HallauTe paccToRIHE OT
Toui C 710 npasoii DiE,.




 



	[image: image983.png]C€2019. B mpaBunbofi  wectHyronshoi npusve ABCDEFABC\DEF, ctopontt
OCHOBAIHA KOTOPOIi PaHst 4, 2 GOKOBEIe PEGPA paBHss 3, HAlLAMTE paccToRiME OT
Toukw B 1o npamoit C,D,.




 



	[image: image984.png]C2020. B npasiitswoli Tpeyronswoit npiswe ABCABC,, Bee pébpa kotopoii pasksi 1,
‘HalilTe PACCTOANHE MEXRY NPAMBIMK A4, 1 BC;.




 




500025. В прямоугольном параллелепипеде [image: image985.png]ABC DA B1C1 I



[image: image986.png]AB =



, [image: image987.png]AD = AA




. Найдите угол между прямой [image: image988.png]151



и плоскостью [image: image989.png]ABCH



.

 500024. В прямоугольном параллелепипеде [image: image990.png]ABC DA B1C1 I



[image: image991.png]AB =



, [image: image992.png]AD = AA




. Найдите угол между прямой [image: image993.png]151



и плоскостью [image: image994.png]ABCH



.

500019. В правильной шестиугольной призме [image: image995.png]ABCDEF A B1CyIW By By



все рёбра равны 1. Найдите расстояние от точки В до плоскости [image: image996.png]50



.

 500013. В правильной шестиугольной призме [image: image997.png]ABCDEF A B1CyIW By By



все рёбра равны 1. Найдите расстояние от точки В до плоскости [image: image998.png]DE Ay



.

 500007. Основанием прямой призмы [image: image999.png]ABCA Oy



является равнобедренный треугольник ABC, боковая сторона которого равна [image: image1000.png]6v'3



а угол ACB равен [image: image1001.png]


. Найдите расстояние от точки А до прямой [image: image1002.png]510



, если известно, что боковое ребро данного параллелепипеда равно 12. 

 500001. Основанием прямого параллелепипеда [image: image1003.png]ABCDA B1C1 Iy



является ромб ABCD, сторона которого равна [image: image1004.png]V3



а угол ВАD равен [image: image1005.png]


. Найдите расстояние от точки А до прямой [image: image1006.png]Chi



, если известно, что боковое ребро данного параллелепипеда равно 8.  
 486000. В правильной треугольной пирамиде [image: image1007.png]SALGC



с основанием [image: image1008.png]ABC



точка [image: image1009.png]


— середина ребра [image: image1010.png]S A.



точка [image: image1011.png]


 — середина ребра [image: image1012.png]S



 Найдите угол между плоскостями [image: image1013.png]


и [image: image1014.png]ABC,



если [image: image1015.png]



 485997. Основание прямой четырехугольной призмы [image: image1016.png]ABC DA B1C1 I



— прямоугольник [image: image1017.png]ABCD.,



в котором [image: image1018.png]


[image: image1019.png]AD = V11,



Найдите угол между плоскостью основания призмы и плоскостью, проходящей через середину ребра [image: image1020.png]


перпендикулярно прямой [image: image1021.png].



если расстояние между прямыми [image: image1022.png]


и [image: image1023.png]JESW S



равно [image: image1024.png]2V3.




485992. Дана правильная четырехугольная пирамида [image: image1025.png]


   Боковое ребро [image: image1026.png]


сторона основания равна 2. Найдите расстояние от точки [image: image1027.png]


до плоскости [image: image1028.png]


 где [image: image1029.png]


— середина ребра [image: image1030.png]SC.




485988. Дана правильная четырехугольная пирамида SABCD. Боковое ребро [image: image1031.png]


сторона основания равна 2. Найдите расстояние от точки B до плоскости ADM, где M — середина ребра SC.

485981. Основание прямой четырехугольной призмы [image: image1032.png]ABC DA B1C1 I



— прямоугольник [image: image1033.png]ABCD



, в котором [image: image1034.png]AB = 12



, [image: image1035.png]AD




. Найдите угол между плоскостью основания призмы и плоскостью, проходящей через середину ребра [image: image1036.png]


перпендикулярно прямой [image: image1037.png]1)



, если расстояние между прямыми [image: image1038.png]


и [image: image1039.png]JESW S



равно 13.

485978. В правильной треугольной пирамиде SABC с основанием ABC точка M — середина ребра SA, точка K — середина ребра SB. Найдите угол между плоскостями CMK и ABC, если SC = 6, BC = 4. 

 485968. Основание прямой четырехугольной призмы [image: image1040.png]ABC DA B1C1 I



— прямоугольник [image: image1041.png]ABCD



, в котором [image: image1042.png]AB = 12



, [image: image1043.png]AD




. Найдите угол между плоскостью основания призмы и плоскостью, проходящей через середину ребра [image: image1044.png]


перпендикулярно прямой [image: image1045.png]1)



, если расстояние между прямыми [image: image1046.png]


и [image: image1047.png]JESW S



равно 13.

 485966. В правильной четырехугольной призме [image: image1048.png]ABC DA B1C1 I



сторона основания равна 1, а высота равна [image: image1049.png]


. [image: image1050.png]


 — середина ребра [image: image1051.png]AAy



. Найдите расстояние от точки [image: image1052.png]


до плоскости [image: image1053.png]DA CY




485943. Основанием прямой призмы [image: image1054.png]ABC A BCY



является прямоугольный треугольник [image: image1055.png]ABC,



с гипотенузой [image: image1056.png]


и катетом [image: image1057.png]


Высота призмы равна [image: image1058.png]


Найдите угол между прямой [image: image1059.png](D



и плоскостью [image: image1060.png]AL,




 485934. Основанием прямой призмы [image: image1061.png]ABC A BCY



является равнобедренный треугольник [image: image1062.png]ABC,



[image: image1063.png]


[image: image1064.png]BC




Высота призмы равна 3. Найдите угол между прямой [image: image1065.png]A B



и плоскостью [image: image1066.png]BOC.
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Задачи контрольно-измерительных материалов ЕГЭ

1) В правильной четырехугольной призме 
[image: image1090.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 стороны основания равны 4, а боковые ребра равны 3. Найдите угол между прямыми 
[image: image1091.wmf]AC

 и 
[image: image1092.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1093.wmf]5

2

2
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2) В правильной четырехугольной призме 
[image: image1094.wmf]1

1

1

1

D
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B

ABCDA

 стороны основания равны 5, а боковые ребра равны 12. Найдите угол между прямыми 
[image: image1095.wmf]AC

и 
[image: image1096.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1097.wmf]26

2

5
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3) В правильной четырехугольной призме 
[image: image1098.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 стороны основания равны 12, а боковые ребра равны 5. Найдите угол между прямыми 
[image: image1099.wmf]AC

 и 
[image: image1100.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1101.wmf]13

2
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4) В правильной треугольной призме 
[image: image1102.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 все ребра равны 1. Найдите угол между прямыми 
[image: image1103.wmf]AB

 и 
[image: image1104.wmf]1

CA

. Ответ: 
[image: image1105.wmf]4

2

arccos


5) В правильной треугольной призме 
[image: image1106.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 стороны основания которой равны 3, а боковые ребра равны 4.  Найдите угол между прямыми 
[image: image1107.wmf]AB

 и 
[image: image1108.wmf]1

CA

. Ответ: 
[image: image1109.wmf]10
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6) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1110.wmf]1

1
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 все ребра равны 5. Найдите расстояние от точки А до прямой 
[image: image1111.wmf]1

1

D

C

. Ответ: 
[image: image1112.wmf]10


7) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1113.wmf]1

1
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 все ребра равны 3. Найдите расстояние от точки С до прямой 
[image: image1114.wmf]1

1

E

F

. Ответ: 6

8) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1115.wmf]1

1
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C

B
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 все ребра равны 1. Найдите расстояние от точки С  до прямой 
[image: image1116.wmf]1

1

A

F

. Ответ: 2

9) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1117.wmf]1

1
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C
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 все ребра равны 5. Найдите расстояние от точки С до прямой 
[image: image1118.wmf]1

1

E

F

. Ответ: 2

10) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1119.wmf]1
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 стороны основания которой равны 4, а боковые ребра равны 1. Найдите расстояние от точки В до прямой 
[image: image1120.wmf]1

1

E

F

. Ответ: 7

11) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1121.wmf]1
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E
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C
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 стороны основания которой равны 5, а боковые ребра равны 11. Найдите расстояние от точки А до прямой 
[image: image1122.wmf]1

1

D

E

. Ответ: 14

12) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1123.wmf]1
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 стороны основания которой равны 12, а боковые ребра равны 3. Найдите расстояние от точки В до прямой 
[image: image1124.wmf]1

1

D

E

. Ответ: 21

13) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1125.wmf]1
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C
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ABCDEFA

 все ребра равны 1. Найдите расстояние от точки С до прямой 
[image: image1126.wmf]1

1

B

A

. Ответ: 
[image: image1127.wmf]2

7


14) В правильной шестиугольной пирамиде 
[image: image1128.wmf]SABCDEF

стороны основания которой равны 1,а боковые ребра равны 2, найдите косинус угла между прямыми 
[image: image1129.wmf]SB

и 
[image: image1130.wmf]AE

. Ответ: 
[image: image1131.wmf]4

3


15) В правильной шестиугольной пирамиде 
[image: image1132.wmf]SABCDEF

стороны основания которой равны 1,а боковые ребра равны 2, найдите косинус угла между прямыми 
[image: image1133.wmf]SB

и 
[image: image1134.wmf]AD

. Ответ: 
[image: image1135.wmf]4

1


16) В правильной треугольной призме
[image: image1136.wmf]1
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ABCA

 все ребра которой равны 7.  Найдите расстояние между прямыми 
[image: image1137.wmf]1

AA

 и 
[image: image1138.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1139.wmf]2

3
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17) В правильной треугольной призме
[image: image1140.wmf]1

1
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 все ребра которой равны 6.  Найдите расстояние  между прямыми 
[image: image1141.wmf]1

AA

 и 
[image: image1142.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1143.wmf]3

3


18) В правильной треугольной призме
[image: image1144.wmf]1
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 все ребра которой равны 3.  Найдите расстояние  между прямыми 
[image: image1145.wmf]1

AA

 и 
[image: image1146.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1147.wmf]2

3

3


19) В правильной треугольной призме
[image: image1148.wmf]1

1
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ABCA

 все ребра которой равны 1.  Найдите расстояние  между прямыми 
[image: image1149.wmf]1

AA

 и 
[image: image1150.wmf]1

BC

. Ответ: 
[image: image1151.wmf]2

3


20) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1152.wmf]1
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 стороны основания которой равны 3, а боковые ребра равны 4. Найдите расстояние от точки С до прямой 
[image: image1153.wmf]1

1

D

E

. Ответ: 
[image: image1154.wmf]2

91


21) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1155.wmf]1
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 стороны основания которой равны 4, а боковые ребра равны 3. Найдите расстояние от точки В до прямой 
[image: image1156.wmf]1

1

D

С

. Ответ: 
[image: image1157.wmf]21


22) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1158.wmf]1
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 стороны основания которой равны 3, а боковые ребра равны 4. Найдите расстояние от точки В до прямой 
[image: image1159.wmf]1

1

F

A

. Ответ: 
[image: image1160.wmf]2

91


23) В правильной шестиугольной призме 
[image: image1161.wmf]1
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 стороны основания которой равны 3, а боковые ребра равны 4. Найдите расстояние от точки В до прямой 
[image: image1162.wmf]1

1

D

С

. Ответ: 
[image: image1163.wmf]2

91


24) В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна 12. Найдите расстояние от центра основания до боковой грани. Если двугранный угол при основании равен 60 градусов. Ответ: 3
25) В правильной четырехугольной пирамиде двугранный угол при ребре основания равен 60 градусов. Найдите расстояние от стороны основания до противоположной грани, если высота пирамиды равна 4. Ответ: 4
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